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1 Berechnung von Polynom- und Reihenwerten

1 Berechnung von Polynom- und Reihenwerten

1.1 Hornerschema

Das Hornerschema wird verwendet, um
e Funktionswerte eines Polynoms und seiner Ableitung an bestimmten Stellen auszuwerten,
e cin Polynom durch einen linearen Faktor zu dividieren,
e das Taylorpolynom eines Polynoms um einen beliebigen Entwicklungspunkt zu berechnen.

Der Vorteil des Hornerschemas ist, dass der Rechenaufwand linear mit dem Grad des Polynoms steigt,
wihrend bei naivem Ausrechnen der Aufwand quadratisch zunimmt.

Bemerkung 1.1 (Nicht-Definiertes ist null)

Um in diesem Skript iiberfliissige Fallunterscheidungen in Rekursionsformeln zu vermeiden, wird Nicht-
Definiertes als 0 definiert. Insbesondere ist dieses der Fall, wenn Indizes zu Beginn oder Ende einer
Rekursion den giiltigen Bereich iiberschreiten.

1.1.1 Einfaches Hornerschema

Mittels einfachen Hornerschemas kann ein gegebenes Polynom an einer Stelle £ ausgewertet werden.

Beispiel 1.2 (Idee des Hornerschemas)
Die Auswertung des Polynoms

p(z) = ag + a1 + agz? + aza®

an einer Stelle ¢ ist

p() = ao + a1€ + a2€® + s’
=ag+ a1+ (02 + a3§)§2
=ag + (al + (CLQ + a3§)€)£

Proposition 1.3 (Rekursionsformel des Hornerschemas)
Sei p ein Polynom,

n
p(z) = Zagwk mit ad # 0
k=0

Zur Berechnung von p(€) setze (sukzessive fiir al, bis a}):

0

n=ap
1.0, 1 e
aj =aj+a;j & (firj=n-1,...,0).

a

Dann gilt p(€) = a.

Beweis. Der Beweis folgt durch Verallgemeinerung des obigen Beispiels. O




1.1 Hornerschema

Proposition 1.4 (Lineare Polynomdivision mittels Hornerschema)
Seien p,, pn—1 Polynome,

n
_ 0,
—Z%x
Pr—1(x E aja’t.

Dann gilt fiir beliebiges & und nach obigem Schema entwickelten aj

Pu(@) = pu-1(2)(z — €) + ag.

Beweis.

n

pn(x):Za szz } ij mJ—Za x) — fZa]HxJ

7=0
n+1

:a0+Zax7 fZa:ﬂ ! (a3, :=0)

ag+x - pn1(z) — 5 *Pn—1(2)
=pn-1(x) - (x = &) + ap

1.1.2 Vollstandiges Hornerschema

Zur Verallgemeinerung des obigen Verfahrens definieren wir fiir K =0,...,nund j=4k,...,n
k+1 _ k k+1
a;" =aj + a]-Hf.

Fiir das Polynom p,,_(z), definiert durch

pnk §a'r]k

gilt analog zu oben
Pr—k(T) = Pp—(eyy (z) (2 — &) + ak+1.

Proposition 1.5 (Taylorpolynom um den Entwicklungspunkt &)
Fiir ein Polynom p(z) gilt

2 :ak+1

P — . aft,




1 Berechnung von Polynom- und Reihenwerten

Beweis. Folgendes Schema kann induktiv formalisiert werden:
p(@) = pu(@) = pr-1(2)(z = ) +ag
= [pu—2(@)(z — &) +ai] (z — &) +ag
= pu—2(x)(x — &) +ai(z — &) +ag
= [pn-s(@)(z — &) + a3] (z — €)* + af(z — &) + a
= pn-s(x)(z — ) + af(z — €)* + ai(z — ) +ag

An_n,\n_:

po(z)(z—&)" +al_(z—& "+ +ai(z—§&) +ag
——

:a2+1

Da die Taylorreihe eines Polynoms endlich und exakt ist, folgt mittels Koeffizientenvergleiches zwischen
Taylorpolynom und Polynom:

(k) (¢
E p (x — &% = Tep(x E ak i (x
k=0
p )(5) .
— ok+1
:> k! _ak

— pF(&) = k! - aF !

Bemerkung 1.6 (Hindiges Berechnen des Hornerschemas)
Zum héndigen Auswerten des Hornerschemas ist folgendes Schema praktisch:

@ . d ., . a) @ al
£ an any ay_y ... @y ap ag
£ an any ap_y ... a3 af
Elap™ apTy apTy

£ ap  an_y

5 an+1

Die Rekursionsformel a?“ =ak+ aka bedeutet nun, dass ein Element die Summe aus dem dariiber-

stehenden Element und dem links danebenstehenden Element multipliziert mit & ist.

Beispiel 1.7 (Hornerschema fiir ein Polynom dritten Gerades)
Bestimme fiir p(x) = 2® — 52 + 1 die Funktionswerte von p und dessen Ableitungen an der Stelle £ = 1
sowie das Taylorpolynom um diese Stelle.

¢l1 0 -5 1

11 1 -4 -3 = p(1)=-3

101 2 =2 — p(1) = -2

101 3 — p'(1)=(2)-3=6
1]1 — p"(1)=31)-1=6




1.2 Bairstowschema

Somit liest man fiir das Taylorpolynom um den Entwicklungspunkt £ =1 ab:

p(r)=-3-2(x—1)+3(x— 1)+ (z — 1)

1.2 Bairstowschema

Das Hornerschema kann auch naiv auf komplexe Zahlen angewandt werden. Dabei muss man allerdings
mit komplexen Zahlen rechnen, was aufwendig ist.

Beispiel 1.8 (Hornerschema mit komplexen Zahlen)
Bestimme fiir p(z) = 2% — 322 + 2 — 2 den Wert p(z) mit z = 2 + 3i.

: |1 -3 1 —2
2430 |1 —1+3i —10+3 —31—24i

Dafiir liefert das Bairstowschema eine Vereinfachung. Sei z = a + bi € C und p ein Polynom mit reellen
Koeffizienten a;. Gesucht ist p(z). Dann ist

(x—2)(x—2)=2° —2(2+ 2) + |2]> = 2% — 2a2 + (a® + b?)
ein reelles quadratisches Polynom. Somit gibt es ein Polynom ¢ und ¢y, c; € R mit
p(z) = q(x)(z — 2)(x — 2) + c12 + ¢p.

Insbesondere folgt
p(2) =12 + co.

Proposition 1.9 (Bairstowschema)

Sei
n
pla) = apat
k=0

ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Seien £,n € R fest. Gesucht ist ein Polynom

n
g(z) = ) _apat?
k=2

und reelle Zahlen a}, al, so dass gilt:

p(z) = q(z)(2* — &z —n) + ajz + ag

Diese Koeffizienten sind zu berechnen mittels folgender Rekursion:

A
p_y = dp_y +Eay

ap, =ay & +tnag, (firk=n—2,...1)
a  =ag +na
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Beweis. Durch Ausmultiplizieren ergibt sich

q(z)(2? — €z —n) + ajz + af

Zakx Zfal k-l Znal =2 L ale +al
k=2

n n—1 n—2
Z - Z Eajqa” — Z naj, 22" + atz + ag
k=2 k=1 k=0
n—2
1 1 1 ko1 1y
=D (ap —&apy1 — naj i) + ap_q 2"
k=2
n—2
1 1 1 1 1 1
= (ag — naz) + (a; — §ay — nag)x + Z(ak — &gy
k=2

Aus Koeffizientenvergleich mit p(z) folgt die Behauptung.

Bemerkung 1.10 (Hindiges Berechnen des Bairstowschemas)

é—ax_gal n—1

— g 1)z" + (ay

1 1 1 1
—1naz —NazT + a1z + ag

L= &)z 4 alam,

Zum héndigen Auswerten des Bairstowschemas ist folgendes Schema praktisch:

0 0 0 0o 0 0
‘ Apn Gp-1 Gp-2 --- G5 41 G

1 1 1 1 1 1
n £ ‘ Gp Gp_1 Qp_o ... G a7 G

Dabei entpricht die formale Rekursion aj, = af, + £aj | + 1055, aj = af + nay der Faustregel: Jedes
Element ist die Summe aus dem dariiberstehenden Element, £ mal dem linken Nachbarn und 7 mal
dem zweiten Nachbarelement von links. Nur in der letzten Spalte wird das & mal dem linken Nachbarn

weggelassen.

Beispiel 1.11 (Bairstowschema fiir ein Polynom dritten Gerades)
Sei z = 2 + 3i. Bestimme fiir p(z) = 23 — 322 + 2 — 2 den Wert p(z). Dann ist

(2% —&x —n) =
= ¢{=4 und n=-13.

(x —2)(z —2)

Das Bairstowschema ergibt:

n 5\1—3 1

-2

=(x—2-3i)(z —2+3i) =2> — 4z + 13

—13 4‘1 1 =8

Somit ist

—15

p(z) = =82 — 15 = —8(2 + 3i) — 15 = —31 — 24i.

1.3 Unendliche Reihen

Definition 1.12 (Reihe, Partialsummen, Konvergenz)

Sei ay, eine Folge. Dann wird die Folge der Partialsummen definiert durch

n
=

k=1

10



1.3 Unendliche Reihen

Man sagt, die Reihe konvergiert, wenn die Folge der Partialsummen S, gegen eine Zahl S konvergiert.
In diesem Fall schreibt man auch

o0 n

g ar := lim E ar = lim S, =S.
n—oo n—oo

k=1 k=1

Falls dieser Grenzwert nicht explizit berechnet werden kann, stellt sich die Frage nach einem Abbruch-
fehler, wenn nur die n-te Partialsumme berechnet wird. Gesucht ist somit eine obere Schranke fiir die
Differenz |S — S,|.

Proposition 1.13 (Leibnizkriterium)
Sei ay, eine monotone Nullfolge. Dann konvergiert die Reihe

S = Z(_l)kak

1

und es ergibt sich die Fehlerabschdtzung

IS = Sul < lan4al-
Beweis. Sei 0.B.d.A. a; monoton fallend (ansonsten setzte by, := —ay). Es gilt

<0 wenn k gerade ist,
Sk — Sp—2 = (=1)*(ar — ap—1) { ~ 8
——

20 >0 wenn k ungerade ist.

Somit folgt

Weiter folgt

2% 2%—1
Sok — Sog—1 = Z(—l)jaj - Z (=1)a; = (=1)*ag, = agi > 0.
j=1 =1

Also gilt fiir alle k die Ungleichungskette

Sop—3 < Sop—1 < Sor < Sop—a.

Somit sind die Intervalle [Sag—_1, S2x] ineinader geschachtelt, d.h.

[S1,S2] D [S3,54] D [S5,56] D -+ D [Sak—1,52k) D [S2k+1, Sa2kt2] D -+ - .

Damit ist die oben definierte Folge von Intervallen eine Intervallschachtelung. Ist S die durch die Inter-
vallschachtelung eindeutig bestimmte Zahl in allen Intervallen, so gilt

lim Sop—1 =95 = lim S

Jim Skt = 8 = lim Sa

— lim S, = S.
k—oo

11



1 Berechnung von Polynom- und Reihenwerten

Somit konvergiert die Folge der Partialsummen, also die Reihe.
Durch
Sor—1 < Sop1 <5 < Sopqo < Sop

=[S — Sax| < [Sort1 — Sok| = azk1

=[S — Sap—1| < [Sak—1 — Sar| = az
ergibt sich als Zusammenfassung der geraden und ungeraden Félle

|S - Sn| < Qp41-
O

Bemerkung 1.14 (Aquivalente Formulierung)
Eine dquivalente Formulierung des Leibnizkriteriums ist: Sei aj, eine betraglich monoton fallende alter-
nierende Nullfolge, d.h. eine Folge mit den Eigenschaften

arag+1 <0
|ak| = |agia]-
Dann konvergiert die Reihe > ag.

Beispiel 1.15 (Leibnizreihe)
Da % eine monotone Nullfolge ist, konvergiert die Reihe

S0

k=1

Beispiel 1.16 (Leibnizreihe)
Der allgemeine Binomialkoeffizient ist definiert durch

(z) :y(y—l)---]S/—(k—l)).

Sei 0 < w < 1. Die Frage ist, ob die folgende Reihe konvergiert:
>ai= Y ut(})
k=0 k=0

Man sieht, dass fiir £ > y + 1 das Vorzeichen von ay, alterniert, also arpapy1 < 0 ist. Weiter ist

| wk (z) wk y(y—1)~~~liz’;—(k—1))
lapp] [0 (Y) w - wk y(y_l)'”g@fﬁl))(y_k)

k+1 1 k+1

= m = m >1 (fiir k geeignet grof}).
——

—1 (k—o0)

Somit konvergiert die Reihe nach dem Leibnizkriterium. Beachte, dass gilt:

12



1.3 Unendliche Reihen

Proposition 1.17 (Quotientenkriterium)
Sei ay, eine Folge und es gebe N € N und ¢ < 1 mit

Vk > N :|ag| # 0 und |€TZ+|1| <
k

Dann konvergiert die Reihe Y ap = S absolut mit der Fehlerabschitzung

VnZN:|SfSn|§M.
1-gq

Beweis. Die absolute Konvergenz folgt mit
lanik] < g+ lansg—n] < @ lansg-2] < < ¢" - lan]

aus dem Majorantenkriterium und der Konvergenz der geometrischen Reihe, denn

S )
> d"-lanl=lanl ) d".
k=N k=N

Die Fehlerabschiatzung ergibt sich damit fiir n > N aus

o0 [e'S) oo
IS — Sn| = Z ag| < Z lak| < Z ¢ ap|
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
[eS) [eS) 1
= |an+1| Z qk7n+1 == |an+1| qu = ‘an—&-l‘ 1— .
k=n+1 k=0 q

13
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2 Nulistellenapproximation

Definition 2.1 (Funktionenriume)
Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnungen

e Cla,b] ist der Raum der stetigen Funktionen auf [a,b].
e C"[a,b] ist der Raum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf [a,b)].

e Lip[a, b] ist der Raum der lipschitzstetigen Funktionen auf [a, b].

2.1 Intervallschachtelung

Sei nun f € Cla,b] und @',V € [a,b] mit ¢’ < b'. Wenn f(a’) und f(b') unterschiedliche Vorzeichen
haben (d.h. f(a’)f(b') < 0), dann besitzt f nach dem Zwischenwertsatz im Intervall (a,b) mindestens
eine Nullstelle. Das folgende Verfahren dient nun zur beliebig genauen Annéherung dieser Nullstelle.

Proposition 2.2 (Intervallschachtelung der Nullstelle)
Sei f € Cla,b] mit f(a)f(b) < 0. Definiere eine Folge von Intervallen [ay,,b,] durch

[ao, bo] = [a, b],
[an,cn] wenn f(an)f(cn) <0,
[@n41, 0] = [en,bn]  wenn f(c,)f(by) <0,
[en,cn]  wenn f(c,) =0
mit ¢, = %(an + by) als Mittelpunkt des Intervalls [ay, by].
Dann gilt ¢,, — £ (n — 00) fiir eine Nullstelle & von f und

b—a

|C7‘b - g‘ < on+1"

Beweis. Sollte fiir ein n € N der Fall f(¢,) = 0 auftreten, so ist die Nullstelle exakt gefunden und
damit die Rekursion fiir praktische Zwecke beendet. Dieser Fall soll von nun an nicht mehr gesondert
betrachtet werden.

Fiir alle n € N gilt nach Konstruktion:
agangan+1§bn+1§bn§b

b—a
bn*ang on

Somit ist a,, eine monoton wachsende, nach oben beschriankte Folge, also konvergent. Analog konvergiert
b,, als nach unten beschréinkte, monoton fallende Folge.

Dann gilt

¢ := lim b, = lim (a, + (b, — ap)) = lim a, + lim (b, — a,) = lim a,.

n—oo n—o0 n—oo n—oo n—oo

Wegen a,, < ¢, < b, fir alle n folgt lim,, .., ¢, = &.

14



2.1 Intervallschachtelung

Aus der Stetigkeit von f folgt

VYn e N: f(a,)f(b,) <0
— f(&)?* = hm flan)f(bn) <

= f(§) =0.
Fiir die Fehlerabschéatzung gilt Vn : a,, < & < b, und
b—a
Cn—aann—CnZW.

Aus £ € [ay, ¢, oder € € [e,, by,] folgt damit die Behauptung

b—a
‘Cn_£|§Wo

Proposition 2.3 (Fehlerabschiitzung fiir stetig differenzierbare Funktionen)

Sei f € Cta,b] mit f(a)f(b) <0 und

Vz € [a,b]: 0 <m < f'(z) < M.

Fiir die Nullstelle £ von f und die in Proposition 2.2 definierte Folge gilt dann die Fehlerabschdtzung

Slen =&l <

|f (en)
M

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein n € [a, b] mit

[f(en)l = f(en) = FOI =1 (llen —

Somit folgt

m|cn _§| < ‘f(cn)| A |f(cn)| < M|Cn -

— e, — €] < |f(cn)| A ‘f(cn)l

_ lite

<len — £|<If( )I

m

Beispiel 2.4 (Berechnung der Umkehrfunktion)

Wea)]

S‘Cn_g

O

Sei f € Cla,b] mit f/ > m > 0 auf [a,b]. Sei f(a) = ¢, f(b) = d. Wegen f’ > 0 ist f streng monoton

steigend, also injektiv. Dann gilt nach dem Zwischenwertsatz

v € le, d]3€: f(§) =

Somit existiert die Umkehrfunktion, sie ist definiert durch f=1(n) = €.

Zur Bestimmung von f~1(n) fiir n € (¢, d) setze
F(z) = f(z) —n.

Dann ist F' € Cta,b], F/ = f' > m und F(a)F(b) < 0. Bestimme nach Proposition 2.3 ein ¢ mit

F(¢) = 0. Dann gilt
f(&) = F(&) +n=n.

15



2 Nulistellenapproximation

Proposition 2.5 (Fehlerabschiitzung fiir Bestimmung der Umkehrfunktion)
Sei f wie in oberem Beispiel, gesucht ist £ = f~1(n). Dann gilt fiir die zur Bestimmung der Nullstelle
von F' oben definierten Folge c,,

|f(cn) =l

-

len — €| <

Beweis. Nach Proposition 2.3 fiir F' gilt wegen F' = f’:
Flen)] _ If(ea) =

len — €] <
m m

2.2 Sukzessive Approximation

Die Methode der sukzessiven Approximation ist ein wichtiges iteratives Verfahren zur Losung von Glei-
chungen. Hier dient sie zur Bestimmung von Fixpunkten und Nullstellen reell- oder komplexwertiger
Funktionen einer Verdnderlichen. Mit der Bestimmung von N&herungslosungen sowie den a-priori- und
a-posteriori- Fehlerabschitzungen kann man dabei gleichzeitig die Existenz und Eindeutigkeit von Null-
stellen und Fixpunkten zeigen.

Definition 2.6 (Mehrdimensionales Intervall)
Seia = (a1,...,an) € R", b= (b1,...,b,) € R™. Dann ist das mehrdimensionale Intervall [a,b] C R™
definiert als

[a,b] = [a1,b1] X -+ X [an, by].

Definition 2.7 (Maximumnorm)
Auf R™ ist die Mazimumnorm ||-||, definiert durch

(s, an)lloe = max fail.

Im eindimensionalen Fall ist die Mazimumnorm also gerade der gewohnliche Betrag.

Bemerkung 2.8 (Funktionenrdume)
Sei [a,b] C R™. Mit Cla,b] bzw. C'[a,b] ist in diesem Kapitel der Raum der stetigen bzw. stetig
differenzierbaren Funktionen f : [a,b] — R™ gemeint.

Definition 2.9 (Lipschitzstetig)
Eine Funktion f : [a,b] — R heifst lipschitzstetig, wenn gilt:

g eR:|f(@) - fW)lle < allz -yl

Falls ¢ < 1 ist, so nennt man f eine Kontraktion.

Mit Lipla, b] C C[a,b] wird der Raum der lipschitzstetigen Funktionen dber [a,b] bezeichnet.

Proposition 2.10 (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei g : [a,b] — [a,b] eine Kontraktion.

e Dann gibt es genau ein & € [a,b] mit g(§) =&.

o Fiir beliebiges xq in [a,b] konvergiert x, 11 = g(x,) gegen diesen Fizpunkt €.

16



2.2 Sukzessive Approximation

Als Fehlerabschdtzung fir die Folge x,, gilt:

[2n =€l <

[2n — &l <

Beweis. Existenz des Fixpunkts und Konvergenz der Folge:

(a priori)

lzn — 2n_1] (a posteriori)

Fiir beliebiges x¢ € [a,b] definiere die Folge x,, in [a,b] durch x, 11 = g(x,). Wir zeigen: x,, ist eine

Cauchyfolge. Dazu zeigen wir

||$n+k: - In—&-k—lHoo < qk ||In - In—lnoo

[ xnlloo < |Zn — $n71||oo

1—¢q
[tk = @alloe < T llz1 = 2olloe -
0 =1 _ q [e%S)
Nun gilt mittels vollstéindiger Induktion (1), denn
k=1: [Zn+1 = Zollw = [19(@n) = 9(@n-1)lloe < qllTn — Tn-1llo
k—k+1: Zntr+1 = Tntkllog = 19(Tntr) = 9(@ntr—1)lloo < ql|Tntr — Tntr—1llo

v
<gq- qk ||xn - xn—lnoo = qk+1 Hxn - fcn—lllw .

Ungleichung (2) folgt unter der Verwendung des Teleskopprinzips aus

k k k
|Zn+k — Tnllog = Z(anrj — Tptj-1) < Z (e anrj*l”oo < qu |20 — Tn-1ll
j=1 j=1 j=1

oo

IN

q
lzn — 2n-1]l ¢ = |lTn — Zn_1] -
1

Ungleichung (3) gilt nach

@ ¢ W) g
||'Tn+k - xn”m S 1 _ q ||In *mn—lHoo S

1 q
qun 21 = 2oll oo = 77 . 1 = Zol| -

Somit ist z,, eine Cauchyfolge, denn nach (3) gilt Ve > 03N : Vn > NVk > 0 : ||zp4r — 20| < €.

Da R"™ vollstindig und [a, b] abgeschlossen ist, konvergiert x,, in [a,b], d.h. es gilt
&:= lim z, € [a,b)].
Somit ist wegen der Stetigkeit von g

9(6) = Jim 9(e) = i s =l 2, =

17



2 Nulistellenapproximation

Eindeutigkeit des Fixpunktes:
Seien &, 7 € [a,b] mit g(§) = £ und g(n) = 7. Dann ist
1€ = 1lloe = 19() = 9l < qll€ —nlloo

= {=n.

Zu den Fehlerabschiatzungen:

Mit k — oo in (3) folgt

n

l2n =€l < 21 = ol -

q
1—¢

Mit k& — oo in (2) folgt

lzn = €lloe < l2n = Zn-1llo -

1—g¢q

Proposition 2.11 (Kriterium zur Uberpriifung auf Selbstabbildung)
Sei g € Cla,b] eine Kontraktion mit Lipschitzkonstante q. Wenn

R R

dann gilt g([a,b]) C [a,]].
Insbesondere folgt fir [a,b] C R, dass g([a,b]) C [a,b], falls gilt:

a+b a-+b b—a
_ < (1—

Beweis. Zuerst der eindimensionale Fall: Sei « € [a,b] C R beliebig. Dann ist

oo o= () [+ (557) -5

b—a
’+(1—q) 5

b—a b—a b-—a
1— =
5 T0—a—; 5

a+b

<q|r—

<q

Somit folgt g(z) € [a, b].
Sei nun z € [a,b] C R™. Dann folgt fiir jede Komponentenfunktion g;:

7az+b1

bi —

a;

gi(z)

a+b a; +b; a+b a+b b, — a;
s — < — <(1-
w(55) -5 = o (5) - 5 =m0t

und somit die Behauptung.

18



2.3 Nullstellenbestimmung durch sukzessive Approximation

Proposition 2.12 (Stetig differenzierbare Funktionen sind lipschitzstetig auf kompakten Intervallen)
Sei g € C1la,b]. Dann ist g lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante g,

n
1<z<n Z

Insbesondere gilt fir den eindimensionalen Fall [a,b] C R

99
&vk

¢= max lg' ()]

Beweis. Der eindimensionale Fall ist ein Spezialfall des mehrdimensionalen Falls. Aufgrund des einfachen
Beweises soll er jedoch getrennt bewiesen werden.

Nach dem reellen Mittelwertsatz gibt es ein z € [a, b] so, dass
l9(z) = g)| = 19" (2)(= = y)| = g'(2)|lz — y| < gz —yl.

Mehrdimensionaler Fall: Seien zwei Punkte z,y € [a,b]. Um den Mittelwertsatz anwenden zu kénnen,
betrachten wir die (reellwertigen) Komponentenfunktionen auf der Verbindungsstrecke zwischen a und
b. Dazu definieren wir

@i 0,1] = lag, b (fir t — g;((1 — )= + ty)) .
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein 7; € [0,1] mit
9i(y) = gi(x) = ¢i(1) — i (0) = @i(7:).
Somit gibt es 7; fiir i = 1,...,n, so dass

n

>4

‘gi(y) ( )| = |%0z (7 | = 1 —T)T + Ty )(yk _mk)

k=1
& 0g;
<y <<1—n>x+ny>\<yk—xk>|
i,
k=1
- 0g;
< — < _
<lly—zlye ), D OO_QIIy | oo

k=1

Aus der Definition der Maximumnorm folgt

lg(y) = 9(@)llo =  max |gi(y) = g:i(x)| < qlly — @[l

2.3 Nullstellenbestimmung durch sukzessive Approximation

Sei f € C'a,b]. Gesucht sind die Nullstellen von f.

19



2 Nulistellenapproximation

Bemerkung 2.13 (Verallgemeinerung auf mehrdimensionale Funktionen)
Wir betrachten im folgenden Abschnitt nur reellwertige Funktionen. Alle Ideen und Beweise lassen sich
jedoch relativ leicht auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern.

Definition 2.14 (Iterationsfunktion und Iterationsfolge)

Sei f € C'a,b] und w > 0. Dann definiert man die Iterationsfunktion g zu f und w durch

o) =z - 12,

w

Zu einem Startwert xo definiert man die Iterationsfolge

f(xr)

Tt =L — ——.
* w

Bemerkung 2.15 (Konvergenz der Iterationsfolge)
Mit f ist auch g € C'[a,b] und die Fixpunkte von g sind genau die Nullstellen von f, d.h.

f(2) =0 < g(2) = 2.

Die Iterationsfolge konvergiert also genau dann gegen eine Nullstelle von f, wenn sie gegen einen Fix-
punkt von g konvergiert. Kriterien fiir diese Konvergenz folgen aus dem vorherigen Kapitel. Es geniigt,
dass g eine kontrahierende Selbstabbildung ist.

Insbesondere hofft man, den Startwert xy und w geeignet wihlen zu kénnen, so dass diese Bedingungen
in einem gewissen Intervall erfiillt sind.

Proposition 2.16 (Kriterium fiir Kontraktion der Iterationsfunktion)
Sei f € C'a,b] und w > 0. Es existiere ein g < 1 mit

lfl(x)‘gq<1.
w

sup
z€Ja,b]

Dann ist die Iterationsfunktion g zu f und w eine Kontraktion.

Beweis. Aus g(z) =z — @ folgt durch Differentiation

swl=- L) <4<

also dass g eine Kontraktion ist. O

Proposition 2.17 (Iterationsfunktion ist fiir kleine Intervalle eine Kontraktion)

Es sei f € Ca,b]. Sei c € [a,b] beliebig mit w := f'(c) # 0. Dann gibt es ein ¢ < 1 und ein hinreichend
kleines Intervall I = [c—0, c+6] so, dass die Tterationsfunktion g beziglich f und w auf I eine Kontraktion
mit der Lipschitzkonstanten q ist.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von f’ in ¢ gibt es ein § > 0 so, dass fiir z € I := [c — §,¢c + §] gilt:
[f'(c) = f'(z)| < ¢ |w|. Dann gilt fir x € T

/ ! e
RO CEY I
w jwl
!
= sup 1f(x)’ <g<l1l
xzel w
Nach Propositopn 2.16 ist g eine Kontraktion. O
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2.3 Nullstellenbestimmung durch sukzessive Approximation

Proposition 2.18 (Kriterium auf Selbstabbildung der Iterationsfunktion)
Gilt zusdtzlich zu den in Proposition 2.17 geforderten Bedingungen noch
b — al
Fl < (1 - gl P,

so ist g(I) C I. Insbesondere ist g dann auf I eine kontrahierende Selbstabbildung, hat also genau einen
Fizpunkt z.

Beweis. Dann ist

w@q%ﬁ?4uw

und somit g nach Proposition 2.11 eine Selbstabbildung. Darum ist g eine kontrahierende Selbstabbil-
dung, hat nach dem Banachschen Fixpunktsatz also genau einen Fixpunkt. O

Proposition 2.19 (Vereinfachtes Newtonverfahren)
Sei f € Clla,b] und c € [a,b] beliebig mit

wi= () £0
b—al

If(o)] < (1— Q)|W|T-

Dann hat f eine Nullstelle in einer Umgebung von ¢ und die Folge

f(xr)

T

konvergiert fiir Startwerte hinreichend dicht bei ¢ gegen diese Nullstelle von f.

Beweis. Nach Proposition 2.17 ist die Iterationsfunktion

L@
A==

auf dem kleinen Intervall I := [c — §, ¢ + §] eine Kontrakion, nach Proposition 2.18 dort eine Selbstab-
bildung. Somit hat g dort genau einen Fixpunkt, also f genau eine Nullstelle. Nach dem Banachschen
Fixpunktsatz konvergiert x; gegen diesen Fixpunkt von g, also gegen die Nullstelle von f. O

Proposition 2.20 (Fehlerabschitzung fiir das vereinfachte Newtonverfahren)
Unter den Bedingungen von Proposition 2.19 ist

f'(x)
f'(c)

Ist z die Nullstelle von f, so folgt fiir die a-priori Fehlerabschdtzung

1—

q 1= sup ‘ <1
xel

|xk*z|<i [ (o)
T T 1=q| f'(o) ]

21



2 Nulistellenapproximation

Beweis. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt sofort

k k k
q q f(zo) 7 | f(zo)
T — 2| < r1 — Xg| = To + — Xo| = .
| | 1—q| | 1—gq f'(c) 1—q| f'(c)
O
Proposition 2.21 (Stérkere Fehlerabschétzung fiir das vereinfachte Newtonverfahren)
Gilt zusdtzlich noch f'(x) > m > 0 fir x € I, so folgen die Fehlerabschditzungen:
¢
jwr = 2| < | (o)l (a priori)

|f (z)]

|z — 2] < (a posteriori)

Beweis. Zur a-posteriori-Abschitzung: Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein y mit

[f(xr)l _ |f(e) = F(2)

o —z ok — 2

=[] =m.

Zur a-priori-Abschétzung: Aus der Rekursionsvorschrift folgt
_ fl=)
f'(e)
= |f'(Ollwrsr — zi] = | £ (k)]
= |f(@i)| = lzerr — 2l | ()] < glaw — @l [ ()] < -+ < ¢Flay —wol - [ ()]

Tk41 = Tk

Weiter folgt

nom J;Efg
= b=l = | 775
— 1] < o | 50 10 = o1 )
und somit gilt die a-priori-Abschitzung. O

2.4 Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren dient zur ndherungsweisen Nullstellenbestimmung. Gegeniiber der sukzessiven
Approximation konvergiert das Newton-Verfahren wesentlich besser, allerdings miissen einige Voraus-
setzungen erfiillt sein.

Definition 2.22 (Iterationsfunktion)
Sei f € C?([a,b]). Die Bestimmung der Nullstelle z € [a,b] von f erfolgt unter Verwendung eines
geeigneten Anfangswertes xqg € [a,b] durch das Iterationsverfahren
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2.4 Newton-Verfahren

wober

die Iterationsfunktion ist.

Bemerkung 2.23 (Geometrische Interpretation)

Das Newton-Verfahren lédsst sich geometrisch wie folgt deuten: Die Tangente an den Graphen von f im
Punkt (zq, f(xo)) hat die Form y = f'(z¢)(z — z¢) + f(x0) mit der Nullstelle 21 = 29 — ;'((Z%))' Nehmen
wir nun z; als neuen Ausgangspunkt dieser Betrachtung, so gelangen wir zur Iterationsvorschrift in
Definition 2.22.

Im Folgenden wird die Konvergenz des Newtonverfahrens untersucht. Dazu sei festgelegt: Fiir die Funk-
tion f € C%([a,b]) gelte 0 < m < |f'(z)] < M und |f”(x)| < N fiir alle z € [a,b]. Des weiteren habe die
Funktion f an der Stelle z € [a, b] eine Nullstelle.

Proposition 2.24 (Lipschitzstetigkeit der Iterationsfunktion)

Die Iterationsfunktion g(x) ist lipschitzstetig in [z — r,z + r] C [a,b] mit der Lipschitzkonstanten ¢, =

MN
mz I

Beweis. Wir zeigen die zur Lipschitzstetigkeit notwendige und hinreichende Bedingung |¢'(z)| < ¢, fur
alexez—rz+7]

|g'(x)| — 1= flz(z) — f(z)f"(x) _ f@) f"(x) |f(z)|N
72(z) 72@) | m?
Nun gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, dass ein § € [z — r, z + | existiert, mit
f) = f(z)

— 1€ " f@) = 11 (©)] - |2 — 2]
—— ——

<M <r

xr—z

Somit fiihrt die obige Abschétzung auf

MN
5T = .

g’ ()] <

Proposition 2.25 (Selbstabbildung der Iterationsfunktion)
Ist 0 <7 < 22, dann gilt g([z — 7,2+ 1]) C [z — 1,2+ 1], d.h. g(x) ist eine Selbstabbildung.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir z € [z — 7, z + 7] gilt:
|t — 2| <r < |g(x)—z|<r

Dazu verwenden wir die Taylor-Entwicklung von f(z) um z in z:

0= F(2) = (@) + F/@)z — ) + 5 Oz~ 2)”
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2 Nulistellenapproximation

Dabei ist 3 f”(¢)(z — #)? mit ¢ € [z — 7,z + r] die Lagrange-Form des Restgliedes. Damit erhalten wir

o, Do _f@)
o) == -5
1 , .
Taylor 1 o—z 2 o1
1IN 4 1 N2m
< ——rt < - ——7r =

2m ~ 2m N
]

Proposition 2.26 (Konvergenzsatz)
Es gelte g, = ]\ggr <lundO<r< % Dann ist die Iterationsfunktion g nach Prop. 2.24 (Lipschitz-
stetigkeit) und 2.25 (Selbstabbildung) offenbar eine Kontraktion in [z — 7,z + r] und konvergiert somit

bei beliebigem Anfangswert xg € [z —r,z + 1| gegen z:

lim z; = lim g(x) = 2.
t—oo t—oo

Proposition 2.27 (a-priori-Fehlerabschéitzung)
Ist p := %bﬁo —z| < 1, so gilt fiir das Newton’sche Iterationsverfahren die a-priori-Fehlerabschditzung

2m
|lwe — 2] < ~N

Beweis. Wie im Beweis von Prop. 2.25 (Selbstabbildung) verwenden wir die Taylor-Entwicklung von f
um z in z

0= £(2) = (&) + F @)z~ ) + 57"z~ 2)?

mit z,{ € [z — |zo — 2|, 2 + |xo — 2|]. Wir erhalten analog

g(x) —2| = ’f - J{((Z)) - Z‘
g @ @)
e
< %(w —2)%

Wir setzen nun py, := %er — z|. Mit obiger Ungleichung gilt

S A B b G R )2 = p?
PE = om T — 2| = ngﬂckq AR om om Tp—1—%2) = Pg—1-

Daraus folgt

P < PR <pt << <ot =7
Schliefllich ergibt sich daraus die Gleichung fiir die a-priori-Fehlerabschétzung zu
2m ok

P |k — |<P2k ok — 2| < —5p
= Tk — 2 = |z — 2 .
P oom!F - b - N
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2.4 Newton-Verfahren

Proposition 2.28 (a-posteriori-Fehlerabschitzung)
Fiir das Newton’sche Iterationsverfahren gilt die a-posteriori-Fehlerabschdtzung

| f (k)]

Si
m 2m

|xg — 2] < lze — zp_1].
Beweis. Der linke Teil der Ungleichung wird mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
bewiesen, nach dem ein £ € [a, b] existiert, so dass

[f @)l = 1f(zx) = £(2) | = () (zr — 2))
ny

|f(331c)| |f(33k)\
7O = m

= |zp — 2| =

gilt. Fiir den rechten Teil benutzen wir einerseits die Iterationsvorschrift

I = 2 . f(mkfl)
T )

= — f(zg-1) = f(@p-1) (% — 28-1),
andererseits liefert die Taylor-Entwicklung von f um z;_; in g

/(¢
2

2

. 1'Q
2

(Tr — 2p—1)

flog) = flar—1) + f(wp—1)(2r — 211) + (z) — Tp-1)

=—f(zK-1)

mit ¢ € [a, b]. Den Betrag obiger Gleichung dividieren wir durch m, so dass wir schlieflich erhalten:

[f )l _ 11700
2

m

N
| |2k — zp1]? < ——|zp — 1 |2
2m
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3 Polynominterpolation

3 Polynominterpolation

3.1 Interpolationspolynome

Definition 3.1 (Vektorraum der Polynome)
II,, sei der Raum der Polynome vom Grad < m,

m

II,, ::<xj:j:0,...,m>: Zajxj:aj eR, j=0,....m
7=0

Gegeben seien m + 1 paarweise verschiedene Interpolationsstiitzstellen
T, L1, Ty € R
und ebenso viele Interpolationsdaten

Yo, Yis-- -1 Ym eR.

Die Grundaufgabe der Polynominterpolation ist es nun, ein Polynom P € II,, zu finden, so dass fiir
0<j<mgilt:

P(z;) =y,
Bemerkung 3.2 (Geometrische Interpretation)

Man kann die Polynominterpolation als Suche nach einem Polynom P € II,, verstehen, dessen Graph
y = P(x) in der z-y-Ebene durch die Punkte (20,%0), .., (Xm, Ym) geht.

3.2 Lagrange-Darstellung

Proposition 3.3 (Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms)
Es gibt genau ein Interpolationspolynom P € Il,, mit P(x;) =y; fir j =0,...,m.

Beweis. Zunichst definieren wir das Knotenpolynom

w(z) = (x —xo)(x — 1) (x — Tp) € Mg

sowie die m + 1 Polynome (0 < j < m)

wy(e) = )y - ap) @) =[] (w0 €T
J k=0,k#j

Fiir diese Polynome gilt
w(zg) =0 und wj;(xk) =0 (fir j #k)

und

T—T; T —T; - zILn%J x—xj = JLH;J W (.I) = Wy (xj)a

zusammengefasst also
wj(zy) = S0 (z).
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3.2 Lagrange-Darstellung

Wir definieren nun die Lagrange-Grundpolynome (0 < j < m)

e wl@) wi(e) | w(@)
l]( ) w’(zj)(I*»Tj) w/(xj) wj(Ij)

die die Eigenschaften

oy = wiEg) _wilag)
i) w'(z;)  wj(z;) !
Cwi(wg) 0 _
l](zk) - ’LU/(LL'k) - w’(azk) - 0 (f J ?é k)7

haben. Zusammengefasst erhalten wir:
li(zk) = 056 (fiir 0 < j,k <m)

Damit sind die Lagrange-Grundpolynome linear unabhingig. Wegen dimIl,, = m + 1 bilden die
Lagrange-Grundpolynome eine Basis von II,,. Als n#chstes beweisen wir die Existenz eines Interpo-
lationspolynoms mit der Lagrange-Form:

P(z) =Y y;l;j(z) €10y,
=0
= P(xy):= Zyj Li(zk) =yr (fur 0 <k <m)
= N——

=3k

SchlieBlich ist noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Dazu nehmen wir an, dass @) € II,, ein weiteres Inter-
polationspolynom sei:

Qz) = chlj(x) und Q(z;)=vy; (fir0<j<m)
§=0
Dann gilt

e = Qar) = Y ejli(an) =
§=0

= Co = Y0,---5Cm = Ym
= P =0Q.

Beispiel 3.4 (Lineare Interpolation)
Gegeben seien die Punkte (zo,yo), (1, y1). Das zugehorige Interpolationspolynom lautet
Tr — X Tr — X

P(x) = yolo(x) + y1l1(x) = yo +u e I1,.
Ty — 71 T1 — T

Beispiel 3.5 (Quadratische Interpolation)

Gegeben seien die Punkte (zo,y0), (z1,91), (2, y2). Das zugehorige Interpolationspolynom lautet
P(z) = yolo(z) + y1l1(2) + yal2(2)

(x —x1) (2 — x2) (x — x0)(x — x2) (x — x0)(x — 1)

— Yo (IEQ — :l?l)(CCO — .’,Eg) + h (.Z‘l — 170)(.%1 — IQ) * Y2 (IQ — Io)(IQ — Zl)

€ Ils.
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3 Polynominterpolation

3.3 Operatorschreibweise

Definition 3.6 (Operatorschreibweise)
Handelt es sich bei den Interpolationsdaten um Funktionswerte y; = f(x;) firj =0,...,m, so benutzen
wir die Operatorschreibweise Ly, : C(R) — IL,,, mit

Lin(f)(x) =) fla;)li(x).
j=0

Proposition 3.7 (Linearitit und Idempotenz des Operators)
L,, ist ein linearer und idempotenter Operator (ein Projektor): Fir a € R und f,g € C(R) gilt:

(4) Lin(f +9) = Ln(f) + Lm(g)
(i) L. (af) = aLy,(f)
(Z”) Lm(Lm(f)) = Lm(f)

Beweis. Zu (i):

Lin(f+9)(@) = ) (f +9)(z;) I; ()

=f(z;) Fo(a,)
Fa)li(@) + > gz))l(x)
pm i=0

Lin(f)(@) + Lin(9)(x)

I

|

J

10

Zu (ii): Der Beweis wird analog dem Beweis zu (1) durchgefiihrt.
Zu (iii): Ly, (L (f)) ist das eindeutige Polynom in IT,, mit
Lon (Ln(£))(5) = Lin(f)(x5) = f(z5)  (fir 0 < j <m)
Da L,,(f) dieselben Eigenschaften besitzt, folgt L,,(L,(f)) = L (f). O

Proposition 3.8 (Bild und Kern des Operators)
Ly, hat als Projektor auf dem Raum der Polynome I die Figenschaften

(7) Bild(L,,) = I,

€] Kern(L,,) = w(z) - I = {w(z) - ¢(z) : ¢ € II}.
Beweis. Zu (i): Die Inklusion Bild(L,,) C II,, ist klar. Umgekehrt ist II,,, C C(R) und fir p € I1,,, gilt
L,,(p) = p. Somit ist auch II,, C Bild(L,,).
Zu (ii): Sei einerseits f € w(x) - II beliebig, also f(x) = (v — z¢) - - - (x — T )q(z). Dann gilt

m

L (f)(x) =Z£@zj(x) —0
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3.4 Dividierte Differenzen und Newton-Darstellung

Sei andererseits f € Kern(L,,) NII beliebig. Dann verschwindet L., (f) € II,,, an jeder Stelle z;:
f(zj) =Lm(f)(z;) =0 (fur 0 < j <m)
Die Nullstellen x; kénnen wir nun abdividieren und erhalten

f(@) = (& —m0) - (. — m)q(z) € w(z) - TI
= Kern(L,,) C w(z) - IL.

Insgesamt ergibt sich somit Kern(L,,) = w(z) - II. O

Proposition 3.9 (Vandermonde-Matrix)
Die Vandermonde-Matrix

0 1 m

Lo Ty Lo

0 1 m

k . ry I L1
(@7 )ik=0,om = | .

0 1 m

ist fir paarweise verschiedene x; mit 0 < j < m regulir (dabei sind die unteren Zahlen als Index, die
oberen als Exponent zu lesen).

Beweis. Setze p(z) == Y 7", ajz’. Das Interpolationsproblem p(x;) = y; ist nach Proposition 3.3 fiir
beliebige y; mit 0 < j < m eindeutig 16sbar. Aquivalent dazu ist das lineare Gleichungssystem

Yo p(z0) x) xy .l ao
Y1 | plz) _ af ] " a1

. - . - . . ?
Ym (L) 0wk am A,

das somit ebenfalls eindeutig losbar ist. Daraus folgt, dass die Systemmatrix des linearen Gleichungs-
systems, die Vandermonde-Matrix, regulér ist. O

3.4 Dividierte Differenzen und Newton-Darstellung

Definition 3.10
Gegeben seien m+1 (paarweise verschiedene) Interpolationsstiitzstellen x, . .., x,, € R und ebenso viele
Interpolationsdaten yo, . .., ym € R. Ferner sei fir einl mit 0 <1 < m die (I + 1)-elementige Menge
{ig,...,41} gegeben durch

{ig,... 41} C{0,...,m}.

Wir bezeichnen mit L, . ; (f) € II; das eindeutig bestimmte Polynom l-ten Grades, das durch die
Bedingung

Lio,m,iz(f)(xik) = f(xlk) (f’LLT 0<k< l)

festgelegt ist. (Es ist somit das Interpolationspolynom zu den Interpolationsstiitzstellen x;,, ..., x;
den zugehorigen Interpolationsdaten yiy, ..., Yi,-)

, und
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3 Polynominterpolation

Beispiel 3.11
Gegeben sei m = 5, 1 = 2 sowie i = 0, 41 = 2, i = 5. Es ist {0,2,5} C {0,1,2,3,4,5}. Nun muss fiir
L07275(f) gelten:

Lo2s5(f)(xo) = f(xo)
Lo2s(f)(x2) = f(x2)
Lo2s5(f)(zs5) = f(xs)

Wir leiten nun eine Rekursion zur Berechnung des Interpolationspolynoms her. Dazu betrachten wir
zunéchst die quadratische Interpolation von drei Punkten (zg,yo), (z1,y1) und (z2,y2). Die Gerade
Lo,1(f) (lineares Polynom!) durch (xo,y0) und (z1,y1) sowie die Gerade Lqo(f) durch (z1,y1) und
(x2,y2) sind einfach zu bestimmen. Sei

r — T2 r — X

Lo, (f)(@) +

P(zx):=
To — To T2 — T

Ll’g(f)({);‘) e Il,.
Das so definierte Polynom hat die Eigenschaften

P(x9) = Lo (f)(z0) + 0= f(x0),

P(z2) =0+ L1 2(f)(22) = f(z2),
xr1T —x r1 —
P(zy) = =2 Loa(f)(x1) + —— Li2(f)(@1)
Ty — T2 ~——r T2 — () ———
=f(z1) =f(z1)
xr1— T +Tog— X1

= fxr) = f(x1).

Ty — T2

=1
Dabher gilt P(z) = Lo 1,2(f)(x). Allgemein gilt:

Proposition 3.12 (Aitken-Rekursion oder rekursive lineare Interpolation)
FE's gilt die Dreiecksrekursion

Ly jr(H)@) (xj —xj00) = Lj i1 ()(@) - (@ = 2j50) + Ly, j1(f)(@) - (25 — ).

Beweis. Setze

Q) == _1+ L i1 (D)@) - @ —2500) + Ly, (D)(@) - (w5 — 2)] € L,

Analog dem obigen quadratischen Fall berechnen wir die Werte von Q(zy). Fiir j < k < j + 1 gilt

Q) = # [Lj,..jria (D) an) - (@r = xj40) + Lig, () (@r) - (25 = 2]
J J+l
= lex]H [f(zk) - (xr = zja) + flan) - (25 — )]
= f(@k).
Fiir die noch verbleibenden Félle k = j bzw. k = j + [ erhalten wir
Q(z;) = ﬁ [Ljoeeogrt=1 () (@) - (25 = 20a) + Ly, g (F)(25) - (25 — 25)]
J J+l
= f(z;),
Q1) = f(@j41)-
Damit erhalten wir das Resultat Q(z) = L; .. ;+i(f)(x). O

30



3.4 Dividierte Differenzen und Newton-Darstellung

Bemerkung 3.13 (Rekursions-Schema zur Dreiecksrekursion)
Die Aitken-Rekursion erlaubt die Berechnung des Interpolationspolynoms nach dem Schema:

o T T2 3 Knoten

Yo Y1 Y2 Y3 Daten
! A T A R

Lo Ly Lo3
! YA e
Lo Ligas
! ./
Loazs

Definition 3.14 (Dividierte Differenz)
Den héchsten Koeffizienten (d.h. den Koeffizienten der hichsten Potenz) von Li, ..., (f)(x) nennt man

dividierte Differenz von f in x;,,...,2;. Man bezeichnet thn mit f|x;,,...,x;]. Offensichtlich gilt:
1d
.f['riga e ;Iil] = ﬁ@Lio,...,iz (f)(x)

Proposition 3.15 (Unabhéngigkeit von der Anordnung der Stiitzstellen)
Die dividierte Differenz ist von der Anordnung der Stitzstellen unabhdingig, d.h.

f[CCZ-O, . ,xil] = f[xw(i0)7 N ,;CSD(“)]

fiir jede Permutation ¢ von {ig,...,i}.

Beweis. Das Interpolationspolynom héngt nicht von der Reihenfolge der Knoten xj ab. Es ist

Li07~--,iz(f)($) = Lip(io),...,cp(il)(f)(x)'

Daher ist auch der hichste Koeffizient unabhéngig von der Reihenfolge der Knoten, woraus die Behaup-
tung folgt. O

Proposition 3.16 (Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms)
Das Interpolationspolynom kann dargestellt werden durch

Lo,...(f)(w) = flxo] + flzo, m1]vo(x) + ... + flzo,.. ., 2i]vi—1(2)

!
fo07... ilvj—1(x)

=0

<.

mit flxo] = f(xo) sowie v_1(x) :=1 und
vi(z) = (z — ;) - vj_1(x) = (z —xj)(xr —xj_1) ... (x —x0) (fir0<j<I)
Beweis. Wir setzen Q;(z) := Lo, ;(f)(x) — Lo,...1—1(f)(z) € II;. Dann gilt fir 0 < k <l —-1

Qi(wx) = Lo,....(f)(@x) — Lo,..1-1(f)(zk) = f(2x) — f(zx) = 0.

31



3 Polynominterpolation

Wir kénnen daher die Linearfaktoren (z — ) mit 0 < k <[ — 1 abdividieren und erhalten

Qiz)=7(z—x—1)(x —21-2) ... (x — x0)

=vi—1(z)

Hier ist y der hochste Koeffizient von @;(x) und somit auch der hochste Koeffizient von Ly . ;(f)(z), weil
der Grad von Lo . ;—1(f)(z) um eins niedriger ist als der von Lg . ;(f)(z). Deshalb gilt v = f[zo, ...,z
und wir schreiben

,,,,,

Ql(x) = f[xo’ cee ’xl]vl—l(m)
oder
Lo, (f)(x) = Lo,..i—1(f)(x) + flxo, ..., x]vi—1(x).

Fithren wir diese Betrachtung nun auch fiir Lo, ;—1(f)(x) usw. durch, so gelangen wir zur Newton-
Darstellung des Interpolationspolynoms. O

Proposition 3.17 (Rekursion fiir die dividierten Differenzen)
Die dividierten Differenzen kénnen mit Hilfe der folgenden Rekursion gewonnen werden:

j[xj,...,xj 1 1] —f[$j+1a"'axj+l]
[ 7 / l] .Tj—l‘j_H

Beweis. Nach der Aitken-Rekursion (siehe Proposition 3.12) gilt
1
Lj.jn(H)2) = ——— [Lj...ju-1()@) - (2 — 2j510) + L, 50(f)(2) - (25 — )]
€ L4l

Dabei konnen wir schreiben:

Lj..jri(N)@) = flej,. . oajpla’ + ...
Lj:"'vj“l’l*l(f)(x) = f[.'lfj, ey l’ijl]xl_l + ...
Lj+1,.<.,j+l(f)(x) = f[-r_j.l,_l, e 7l'j+l]q,‘l_l _|_ .

Sortieren wir nun die rechte Seite der Aitken-Rekursions-Formel nach Potenzen von z, so erhalten wir
durch Koeffizientenvergleich fiir den héchsten Koeffizienten

flag, . xipa] = flegen, o xia]
T — Tig - f[xjv < Lj+i]

Beispiel 3.18 (Dividierte Differenzen)
Wir erhalten fiir die dividierten Differenzen:

flwo] = f(x0)
Flo, ] = S0l = Floil _ f(wo) = fla)
To — T1 Ty — X1
flxo)—f(x1)  flz1)—f(z2)
Flo, o1, 2] = flwo, 2] — flen, 0] “=s s
Lo = L2 T — T2

Damit erkléart sich der Name dividierte Differenzen.
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3.5 Hermite-Interpolation

Bemerkung 3.19 (Rekursions-Schema fiir die dividierten Differenzen)
Fiir die dividierten Differenzen ergibt sich das folgende Schema:

To x1 To T3

flxo] = fleal =y flrel =va  flos] = ys
fxo,x ] flzy, x2] flza, 23]

fxo,x1,X2] flz1, x2, x3)

fxo,x1, X2, X3]

In der ersten Spalte des Schemas stehen gerade die Koeffizienten des Interpolationspolynoms in der
Newton-Darstellung.

Beispiel 3.20 (Dividierten Differenzen und Newton-Darstellung)
Gegeben: zg = 0, x1 = 1, 29 = 2, 23 =4 und y9g = 1, y1 = 0, y2 = 3, y3 = —1. Die dividierten
Differenzen sollen mit Hilfe des obigen Schemas berechnet werden:

0 1 2 4
1 0 3 -1
1-0 __ 0-3 _ 3-(=1) _
o1 =1 T =3 51 = 2
—1-3 3-(=2) _ _5
0—2 =2 1— -3
2—(=5/3) _ 11

0—4 — T 12

Damit erhalten wir fiir das Interpolationspolynom in der Newton-Darstellung

Lnaaa(H(e) =14 (-1 = 0) +2e = 0 = )+ (13 ) (0 = 0 = D =2

3.5 Hermite-Interpolation

Mit den bisherigen Approximationsverfahren kann eine Funktion an bestimmten Stiitzstellen approxi-
miert werden. Mittels Hermite-Interpolation kénnen auch Ableitungen von Funktionen approximiert
werden.

Integraldarstellung der dividierten Differenzen

Im Folgenden sei f : [a,b] — R eine (m + 1) mal differenzierbare Funktion. Seien weiter zo, ..., Zmy1 €
[a, b], jedoch die Punkte nicht notwendigerweise verschieden.

Definition 3.21 (Notation fiir Integrale)
Als vereinfachte Schreibweise definieren wir

/Oldtl/otldt2~~~/0tl_ldtlf(tl,...,tl) ;/01 </0t <~~-</Otl_lf(t1,...,tl)dtl)~~~>dt2> dty.
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3 Polynominterpolation

Definition 3.22 (Integraldarstellung der dividierten Differenzen)
Mit obiger Integralschreibweise definieren wir

1 t1 ti—1
f(a:o,...,xl> ;:/ dt1/ dt2'~'/ dtlf(l) ($0+t1($1 —xo)—|—t2(x2—x1)—|—---—|—tl(xl —a:l_l))
0 0 0

Proposition 3.23 (Relation von Hermite)
Fiir xg,...,Tmy1 € [a,b] nicht notwendigerweise verschieden gilt

f<’1:0a"'7xl—1a’r> :f<z0a"'7xl—1azl> +f<5170,...,$l_1,iEl,517> (.T*le)

Beweis. Fiir x = x; ist

f<x()7~"71.l717xl>+f<x07"'7xl71axla‘r> (x_l'l)
= f{xo,. -, xi—1,m1) + f(T0s .-, W11, 71, 71) (71 — TY)
:f<$[),-.-,$l_1,$>-

Sei nun x # x;. Dann definieren wir

F(tl+1) = f(l)(xo + -+ tl(CCl — xl_l) + tl+1(56 — .Z’l))

=% 1F(tz+1):f(l+1)(gc0+...+tl(scl—ml,1)+tl+1(x_$l)).(x_xl)
+
1 d
F(t = fU+D) e -t — ¢ _ .
x—x;dtig (trea) = f (xo+ -+ t(w — x1-1) + tipa (z — 1))

Somit folgt
(x_xl)f <.’170,.. , Ly, T >

ti—1
(wf:cl)/ dty -- / dtl/ dtiy1 f (i+1) (xo +t1(x1 —x0) + -+ ty(x) — 21-1) + L1 (x — 27))

d
_ —F
=(r—xm x_xl/ dty - / dtl/o dti41 o (tie1)
/ dty - / dt; F(ti)]y

t1—1 1 ti—1
/dt1 / dtlf(l)(xo+~-~+tl(x—xl_1)))—/ dt1~--/ dtrfV (o + - + iz — 11-1)))
0 0

= f(xo,...,x—1,2) — f (0, ..., 211, 27) .

Proposition 3.24 (Dividierte Differenzen und Integraldarstellung stimmen iiberein)
Sind xq, . .., Ty, paarweise verschieden, so ist

flxo, - yxm] = f{xo,. ., Tm) .
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3.5 Hermite-Interpolation

Beweis. Das Newton-Interpolationspolynom P zu f und paarweise verschiedenen xg, ..., 2, hat die
Darstellung

P(z) = flxo] + flzo, z1](x — zo) + - -+ + flzo,- -, Zm](x — x0) -+ - (x — Tpp—1)-
Dann gilt f(zx) = P(zy) fur k=0,...,m.

Andererseits folgt aus der Relation von Hermite

f(x) = f{xo) + (v — w0) f (0, 7)
= f(xo) + (x — z0)(f (0, 21) + (x — 21) f (w0, 21, 7))
= f{zo) + (z — x0) f (20, 21) + ( — 20)(z — 1) f (w0, 71, T)
= [(zo) + (x — z0) f (0, 1) + (x — 2o)(z — 21)(f (0, 71, 22) + (¥ — 22) f (0, 71, 72, 7))

Somit gilt die Identitét

f(x) = f(xo) + (x — w0) f (xo,21) + -+ + (. —20) (¥ — Tp—1) f (T, - -+, Tin—1,T) (4)

Nun gilt fiir £ =0, ..., m die Gleichheit P(xy) = f(z)) und somit

flwo] = Plwo] = f(x0) = [ (x0) -

Weiter ist fiir x; wegen x; — 2o # 0 nach Identitét (4):

P(x1) = flzo] + flzo, x1](21 — w0)
[ {xo) + f (2o, 71) (21 — 20)
= f(z0,21) = flwo, 71]

Induktiv folgt fir k=1,...,m:

P(xy) = flxo] + flzo, x1)(x1 — o) + -+ - + flzo, ..., k) (xp — 20) - - (¥ — Tp—1)
(o) = f{zo) + f{@o,x1) (w1 —x0) + -+ (20, .-, ) (2p — x0) -+ (T — Tp—1)
= f(xo,...,xk) = flxo,..., Tk

Bemerkung 3.25

Die Integraldarstellung ist somit eine Erweiterung der dividierten Differenzen. Beide Definitionen stim-
men fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen iiberein, ansonsten ist ausschlielich die Integraldarstellung
definiert.

Somit ist es im Folgenden nicht nétig, zwischen den Schreibweisen zu unterscheiden. Sowohl fiir die
Integraldarstellung als auch fiir die dividierten Differenzen verwenden wir die Schreibweise f|xg, ..., Zm]-
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3 Polynominterpolation

Losung der Hermiteschen Interpolationsaufgabe

Proposition 3.26 (Restglied)
Sei nun f eine Funktion, p das Newtonsche Interpolationspolynom an den Stitzstellen xg, ..., T,,. Dann
151

f(@) = p(x) + R(x)

mit
R(z) = (x —x0) (& — xm) flTo, - - -, Tim, ]
=0 wenn x==xg,...,Ty,
Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Gleichung (4) und Proposition (3.24). O

Die bisherigen Sétze erlauben die Losung der Hermiteschen Interpolationsaufgabe. Dabei sucht man
fiir eine hinreichend oft differenzierbare Funktion f ein Polynom, das an gegebenen Stellen mit dem
Polynom und Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung iibereinstimmt.

Proposition 3.27 (Hermite-Interpolationsaufgabe)
Sei f eine hinreichend oft differenzierbare Funktion und m +1 =179+ 11 +---+ 1, Punkte

L0y ooy Ty = 20y - vy 205ZLyevvsZlyeeesZnye-ns2n
—— —— ———

To T1 Tn

gegeben. Dann gibt es ein Polynom p vom Grad m, so dass gilt:
f(s)(zk) :p(s)(zk) (firs=0,...,7,—1, k=0,...,n)
Dieses Polynom hat die Form
p(x) = flro] + (x — xo) flro, x1] + -+ (x —20) - - (& — Zyn—1) f[T0, - - ., T

Beweis. Es ist f(x) = p(x) + R(z) mit obigem Restglied

R(z)=(x—x9) (& —xm)flxo, s Tm,x] = (& — 20) - (x — z0)™ flxo, .- ., T, x].
Dann gilt
dS dS dS
— _ Tk—S —
dwsf(x)’xzk a dxsp(x) =z, Nl gk’s(x)‘xzzk dxsp(x) =z,

=0 (fiir s=0,...,rpx—1)
O

Proposition 3.28 (Abschitzung des Restgliedes)
Sei G konvez, 29, ..., 2z, € G und f € C™FL(G). Dann gilt fiir obiges Restglied der Hermite-Interpolation
die Abschdtzung

max

IR(z)| < |($—$EJT)R;'(15§!— T na ’f(m-‘rl)(z)"
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3.5 Hermite-Interpolation

Beweis. Durch schlichtes Ausrechnen des Integrals erhilt man

20 ., @, 2] Smax|f(m+1)(z)|/1dt1/tldtg---/m it / dt1
t1 tim—1
—max|f<m+1> |/ dtl/ dt2-~-/ At (tm)
Otm72 .
:gleaéqf (me+1)( |/ dtl/ dt2~~/0 dtm_litil_l

1
— (m+1) ()=
gleac}:df (2 )|(m+1)!
und somit
R@)| = (@ = 20) -+ (@ — 2 [f[20s - sy ] < LEZTD @ Z @)l sty )
" T = (m+1)! Prte:
O
Proposition 3.29 (Darstellung des Restgliedes)
Sei G C R. Dann gibt es ein £ mit
min{xg, ..., Tm, 2} < & <max{zog,...,Tm,x},
so dass
(@ —0) - (T = ZTm) (1)
R(x) = m .
(«) g
Beweis. Folgt aus dem reellen Zwischenwertsatz angewandt auf f(m+1. O

Beispiel 3.30 (Restgliedabschitzung)
Sei f(x) =2"und m =4, z; = §, j =0,1,2,3,4. Dann

FO (@) = 27 (n2)’

1
< —
— [R(@)| < 155 |@

fiir z = max{xo, x1, 2, T3, T4, 2}

Hermite-Interpolation fiir identische Stiitzstellen

Seien g = 1 = -+ - = x,,,. Somit folgt analog zur Abschitzung des Restgliedes:

t1 —1 1
fxo,..., /dtl/ dts - / dty fO (o) = 7.1V (o)
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3 Polynominterpolation

Mittels des Hermiteschen Interpolationspolynoms gilt

[ (o)

m!

f(@) = f(zo) + f'(wo)(x — o) + - + (r —20)™ + Rin(2),

wobel

(m+1)

|2 = ol max | (g + t(x — 20))] .

<7
[ B ()] < (m+1)!  o<t<i

Dieses ist gerade die Taylor-Formel. Das Ergebnis ist plausibel, da die Hermitesche Interpolationsaufgabe
fiir identische Stiitzstellen gerade dem Taylorproblem entspricht.

Als Darstellung des Restgliedes ergibt sich: Es existiert ein £ mit min(zg,z) < & < max(zg,x) mit

(x — zg)™H!

(m+1)! Fr ).

R, (z) =

Hermite-Interpolation fiir dquidistante Stiitzstellen

Seien m + 1 verschiedene dquidistante Stiitzstellen z; = xo 4+ j - h,j = 0,...,m mit Schrittweite h
gegeben.

Definition 3.31 (vorwirtsgenommene Differenzen)
Die vorwdrtsgenommen Differenzen sind definiert fir j =0,....,m —s und s =1,...,m durch:

Ay; = y;
Asyj — As—lijrl _ As—lyj

Proposition 3.32
Die vorwdrtsgenommenen Differenzen lassen sich berechnen durch

Aty; = ZS:(*US% (Z) Yj+k-

Beweis. Fir s = 0 gilt
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3.5 Hermite-Interpolation

Induktionsschritt: s — s+ 1
ATy = Ay; g — Ay,

Ve Y] ® k(S
= (1) k<k)yj+k+12(1) k(k>1/j+k
k=0 k=0

s+1

s—(k— s - s+1— s
S Yo (o
k=1 k=0

= _ s stl_k(S
= (D)"Y Y+ ((—1)5+1 k(k B 1) Yk + (—1)*HE (k)yj+k)

k=1

s — s —(s ® s _ s + 1
= (=1)*t! Oijr(*l) +1 (+1)yj+s+1+2(71) +1 k( i >yj+k

k=1
s+1
sei1—p(s+1
:2:(_1)‘+1 k( i )?Jj+lc

k=0

O
Proposition 3.33 (Dividierte Differenzen im Falle dquidistanter Stiitzstellen)
Fiir die dividierten Differenzen ergibt sich
I L
flzg, o xjps] = %A y; (firj=0,....m—s, s=1,...,m).
Beweis. Es ist
flzi] = y;
Y~ Y 1 -
flzj, )] P h(y]Jrl Y5)
und somit per Induktion
Hermit fl",...,.’E' s—1 —fZL' 1y Lj+s
f[ij,~~7$j+s] ermite [ J J+ ] [ J+ ]+]
Tj = Tjts
v 1 1 1 1 1
= AS A8 .
Tj— Tjts ((s —1)lhs—1 Yi (s = 1)ths—1 it
1 1
= e (AL — AST Ly
sh ( (s —1)lhs—1 ( it yj))
1 S
- s!hsA Yi:
O
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3 Polynominterpolation

Proposition 3.34 (Newtondarstellung des Interpolationspolynoms mit vorwértsgenommenen Differen-
zen)

Im Falle dquidistanter Stitzstellen ergibt sich die Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms
2u

p(JC) _ Z (:17 — SC()) k'h(kg; — :Z:k_l)Akyo
k=0

_ T — o (z —xo)(x —m1) 19 (@—x0) - (T —Tm—1) \m
S0t A oz St mihm A

Als Restglied verbleibt

Yo-

R(z) = (x —x0) - (x — zpm) flzo,- -+ s T, 2]

Definition 3.35 (riickwirtsgenommene Differenzen)
Die riickwdrtsgenommen Differenzen sind definiert fiir j =s,...,m und s =1,...,m durch

Vo =y,
Vsy_] — Vs—lyj _ Vs_lyj—l-

Proposition 3.36 (Dividierte Differenzen im Falle dquidistanter Stiitzstellen)
Fiir die dividierten Differenzen ergibt sich

Véy;, (firj=s,...,m, s=1,...,m).

1
f[xj, e 71']‘_5] = %

Beweis. Der Beweis ist analog zum Fall der vorwértsgenommenen Differenzen. O

Proposition 3.37 (Newtondarstellung des Interpolationspolynoms mit riickwértsgenommenen Diffe-
renzen)

Im Falle dquidistanter Stitzstellen ergibt sich die Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms
2

— 4y Tt — dm— 1
ple) =" i Y
k=0

VQym + -+ (x — zm) — (1: — xl)vmym-
mlhm

T — Ty (x —zp) (@ — Tm—1)

no Vymt e

=Ym +

Als Restglied verbleibt
R(:E) = (iB 71’0) ({E 7xm)f[x0a"'axm7x}'
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4 Numerische Differentiation

Im folgenden Kapitel sei immer G C R.

Proposition 4.1 (Taylorformel)
Sei f € C"™Y(@G). Die Taylorentwicklung von f um c € G ist

Fm(e)

m)!

f@)=fl)+f)@—e)+- -+ (z =)™ + R(x).

Es gibt ein & mit min(z,c) < & < max(z,c) so dass das Restglied die Darstellung

(me+1)
R(z) = f(m n 1()5') (x —c)™T!

hat. Der Abbruchfehler lisst sich abschdtzen durch

_ m—+1
IR(z)| < '(jmf'l)! mae |70 (2)|

Beweis. Die Existenz der Taylorentwicklung und die Lagrange-Darstellung des Restgliedes sind aus

Analysis bekannt. Die Abschétzung folgt trivial. O

4.1 Differenzenquotienten erster Ordnung

Mit Differenzenquotienten erster Ordnung lisst sich die erste Ableitung einer Funktion approximieren.

Proposition 4.2 (Einseitige Differenzenquotienten erster Ordnung)
Fiir f € C*(G) und c € G gelten die Approximationen:

fle+h) = [l

f'(c)= N O(h) (Vorwértsgenommener Differenzenquotient)
—fle—h
f(e)= % +O(h) (Riickwirtsgenommener Differenzenquotient)

Beweis. Nach der Taylorentwicklung um c gilt
f(@) = fle) + f'()(x — c) + R().

Somit folgt:

~
—
o
+
>=
~
Il
~

(c) +hf'(c) + R(c+ h) (5)
(¢) = hf'(c) + R(c—h) (6)

~
—~
o
|
=
~
I
~

Mit der Lagrange-Darstellung des Restgliedes gibt es ein & € [¢,c+ h] und & € [¢ — h, ¢], so dass:

c —c)? 2
Rletmy= T ey =gy

c—h—c)? 2
Re-my = i) = ey
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4 Numerische Differentiation

Zum vorwértsgenommenen Differenzenquotient: Dieser ergibt sich nach (5) durch

fleth)—fle) 1

fle) = =2 - R(c+h)
_f(C+h)—f(C) 1 h2 "
i e R (3
_ fleth) = flo) (&)
h 2
_ fle+h) = fo)
= h + O(h).

Zum riickwirtsgenommenen Differenzenquotient: Dieser ergibt sich nach (6) durch

iy S —fle—h) 1

poy= O L g
_ S = fle=h) 1 2
VIR (CE i)

Proposition 4.3 (Zentraler Differenzenquotient erster Ordnung)
Seic e G.

1. Fir f € C*(G) gilt die Approximation

2. Fir f € C3(Q) gilt die Approzimation

f’(C) — f(C+ h)2;Lf(C — h) + O(h2)

Beweis. Zu 1. Nach (5) und (6) aus dem vorherigen Beweis gilt mit geeigneten &, €o:

fle+h) = fle=h) = (f(c) + hf'(c) + R(c+ h)) = (f(c) — hf'(c) + R(c — 1))
=2h- f'(¢)+ R(c+ h) — R(c— h)

= oh- 0+ (e - 1)
Somit folgt
prey = LDl LI (e ie)
_ fleth) = fle=h)  ["(&)— (&)
2h 4
_ fleth) = fle=h)
_ » o(h)
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4.2 Differenzenquotienten zweiter Ordnung

Zu 2. Nach der Taylorformel und der Lagrangedarstellung des Restgliedes gilt mit geeigneten &7, &s:

h? h?
fleth) = f(e) + hf'(e) + 5 f"(e) + (&)
h?

3
Fle= 1) = £0) = () + 5 5(6) - 1" (&)

3

— Jlet B~ (e k) = 250 + () + 1))

Nach dem Zwischenwertsatz angewandt auf f”’ gibt es ein £ mit min(&;,&2) < € < max(&1,£s2), so dass

2f"(8) = f"(&1) + f"(&)
ist. Damit ergibt sich

flc+h)—f(c—=h) 1 Bh3

7'(e) = . () + 1)
et B = fle=h) o 1"(E)
2h 6
_f(c+h)—f(c—h) 2
= o7 + O(h?)

4.2 Differenzenquotienten zweiter Ordnung

Mit Differenzenquotienten zweiter Ordnung lisst sich die zweite Ableitung einer Funktion approximie-
ren.

Proposition 4.4 (Zentraler Differenzenquotient zweiter Ordnung)

Sei c € G.
1. Fiir f € C3(G) gilt die Approzimation

fle=h) =2f(c) + flc+h)

7(6) = " +O(h).
2. Fir f € CYQ) gilt die Approzimation
f//(c) _ f(C — h’) — Qf(c) + f(C+ h’) + O(hQ)

h2

Beweis. Zu 1. Nach der Taylorformel und der Lagrangedarstellung des Restgliedes ist mit geeigneten

ST

Fle ) = £(0)+ )+ o0y + 2 i)

h? h3
fle= ) = £(6) ~ hF'(e) + 5 ()~ 5@
3
— e+ R+ fle— )= 27(e) + BT () + 1 (7(6) ~ 17(6)
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4 Numerische Differentiation

Damit ergibt sich

c—h)— c c 3
f//(c) — f( h’) 2~];L(2 ) +f( +h’) _ % . % (f///(gl) _ f/”(§2))
_ fle=h) =2+ fle+h) _, f"(€) — f"(&)
h? 6
_ fle=h)=2f(c) + flc+h)
= 2 + O(h).

Zu 2. Nach der Taylorformel und der Lagrangedarstellung des Restgliedes ist mit geeigneten &7, &a:
! h2 1" h3 1" h4 1"
Fleth) = J(e) + hf'(e) + o () + —1"(e) + 5 £ (€n)

h? h3 h*
Fle=h) = 1(6) = hf'(e) + 5 £(0) = = 1"(e) + o " (62)
4

— f(c+h)+ flc—h)=2f(c)+Rh*f"(c) + f

S "€ + £7(€)

Nach dem Zwischenwertsatz angewandt auf " gibt es ein £ mit min(&;,&2) < & < max (&3, &2), so dass

2£(€) = " (€2) + 1""(€2)

ist. Damit ergibt sich
fle=h)=2f(c)+ fle+h) 1 'h4

f'(e) = 2 — 73 57 &)+ (&)
_ fle=h) =2f() + fle+h) " (E)
h2 12
_ fle=h)=2f(c) + f(c+h)
= e + O(h?).

4.3 Differenzenquotienten beliebiger Ordnung

Proposition 4.5 (Zentraler Differenzenquotient beliebiger Ordnung)
Seic e G.

1. Sei f € C*TY(G). Dann gilt

(s—1) hy _ f(s=1)(n_ h
ﬂ%@=f 1®+”hf e )+om)

[

2. Sei f € C**2(Q). Dann gilt

SOV et By = fO e b
h

79 ) om),

Beweis. Beide Aussagen folgen durch Anwendung der entsprechenden Aussage von Proposition 4.3 auf
Fe, 0
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4.3 Differenzenquotienten beliebiger Ordnung

Proposition 4.6 (Rekursionsformel zur Berechnung beliebiger Ableitungen)
Sei f € C™L. Definiere x; = ¢+ lh und f; := f(x;) firl € {0,+1,+1,...}. Dann ldsst sich die s-te
Ableitung rekursiv approzimieren durch die Rekursion:

D°f; = f;
p L (s s—1
Dfy =5 (D g = D )
Beweis. Klar aus der vorherigen Proposition 4.5. O

Proposition 4.7 (Approximation beliebiger Ableitungen durch Ableitungen des Interpolationspoly-
noms)

Seien f, fi und x; wie in der vorherigen Proposition. Seip = pj—s j—s+1,.. j+5 das Interpolation von
[ zu den Stiitzstellen s, ... ,x;45. Dann gilt

dS
S
D*fj = aPimgei+s:

Beweis. Beweis durch Induktion: Induktionsverankerung s = 1: Es ist

d

(4.6) 1
= fivy — fj%) T aplibats

D=

denn Pj_1 41 ist das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen Tj_1 =c+ (j — %)h und ;.
c+ (j+ %)h und als solches eine Gerade der Steigung

Induktionsschritt s — s + 1: Mit [ := j — 5 ist

ds _ ds Def. |
TpePim§ i+t = aPlolts = slflag, ..., @igs)
(3.17) 1
2 S (flot, o @iro] = flEie, - rss))
Ty — Ti4s
o 1 1 ds—1! 1 ds—1!
=S —sh \ (s - 1)! dm_s_lpl,...,l-&-s—l (s—1) 7dxs_1pl+1,.i.,l+s
v 1 S— S5— (46) S
:7E(D lf-_%*D 1fj+%):: ij.

Proposition 4.8 (Nullstellen der Ableitungen des Restgliedes)
Zu f € C™*Ha, b] und paarweise verschiedenen xo, ..., Ty, € la,b] seip das zugehérige Interpolations-
polynom und f(x) = p(xz) + R(x). Dann ist fir k =0,...,m und c € [a,b] beliebig

F¥(e) =p™ () + RM ()
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4 Numerische Differentiation

mit

dk
T dat
Somit besitzt fir jedes k = 0,...,m die Ableitung R® mindestens m + 1 — k Nullstellen x;k), j=
0,...,m —k mit der Eigenschaft

R®)(¢) (x—x0) - (2 — ) fl2os - - - Tm, x]) (€).

(’“lkg max ;.

min z; <z <M <. <u
7=0,....m

7=0,....m

Fiir jede Stelle c € G und jedes k = 0,...,m gibt es eine Zahl &, so dass die Darstellung gilt:

RO(E) = e —af) - (=2l ) ()

Beweis. Zu den Nullstellen von R*®): R ist laut Voraussetzung (m + 1)-mal stetig differenzierbar und

besitzt als Restglied des Interpolationspolynoms p die m+ 1 verschiedenen Nullstellen x, . . ., x,,. Dabei
sei 0.B.d.A. x(()o) << x,(fi). Nach dem Satz von Rolle existiert fiir j = 0,...,m — 1 jeweils ein xgl)
mit R’(xg-l)) =0 und

‘ rglin Tj = ac(()o) < xél) < xgo) < xgl) < xs,ll),l < a:$,3> = rgax ;.

7=0,....m 7=0,....m
Durch vollstéindige Induktion folgt die allgemeine Behauptung fiir R,
Zur Darstellung von R(’“)(c): Fir ¢ = x§k) mit j = 0,...,m — k sind beide Seiten der Gleichung Null.
Andernfalls definiere

yim (o) (=) 0

o(z) == R™(z) - % (:c - z(()k)) . (z — 337(7]21@) R®) ().

Offensichtlich hat ¢ die Nullstellen mék), e ,ng)_k,c. Wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle
ergibt: p(m+t1=F) hat eine Nullstelle & mit

min(e, x(()k), . ,ng)_k) < & < max(c, x(()k), .. ,xﬁrlf)_k),
d.h. es gilt
1
0= 1R (g) = ROV () — ~(m+1— K)IRP(0)
Y
R ()= T plmi1)ey
O= = ©
Mit R+ = flm+1) _ pm+1) — ¢(m+1) fo]ot die Behauptung. O

Proposition 4.9 (Restgliedabschétzung)
Mit ¢ € [a,b] und p = maxj—g, . m |x; — c| ergibt sich fir die Restgliedabschdtzung
m+1—k

By« P~ (m+1) o
’R (0)’_(m—|—1—kj)! argg;cb’f (m)’ (firk=0,...,m).

Beweis. Folgt unmittelbar aus dem vorherigen Satz. O
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5 Numerische Integration

Definition 5.1 (Quadraturformel)
Sei die Funktion f : I — R mit f € C™FL(I) gegeben, wobei [a,b] C I C K ist (wobei K fiir R oder C
steht). Wir wihlen Stitzstellen xg, ..., z,, € I und Gewichte ayg,...,a,, so, dass

=(b—a)) a;f(z;)
j=0

J(f) = / ' fla)ar

ist. Dabei nennt man Q(f) eine Quadraturformel. Es gilt dann

J(f) = Q(f) + E(f),

eine gute Approximation von

wobei E(f) das zugehdrige Restglied ist.

5.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Proposition 5.2 (Lagrange-Darstellung)
Gegeben seien m + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen xq, ..., T, € I. Fir die Funktion f lautet die
interpolatorische Quadraturformel in der Lagrange-Darstellung

m 1 b
fH=@0- a)Zajf(xj) mit  a; = m/ lj(z)dz
=0 a
und dem Restglied
b

Beweis. Fiir f existiert genau ein Interpolationspolynom py () in der Lagrange-Darstellung mit
dem zugehorigen Restglied R(z). Somit kann f durch f(z) = po,.. m(z) + R(z) dargestellt werden.
Wird iiber diese Darstellung integriert, so erhalten wir

/a ' fla)de = / o)+ / R(a

/Qfoj z)dz + E(f)
—foj/ 2)dz + E(f)

m b
— (b= 0)> o) g [ Uk (D).
i=0 @

—_— —

=y
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5 Numerische Integration

Wir benutzen fiir R(z) die Darstellung

R(z) = (x —x0) - (& — ) flTo, - -+ s Tim, ]

= E(f):/ (x —x0) (& — ) flzo, - -+, T, x]de.

a

O

Proposition 5.3 (Newton-/Hermite-Darstellung)
Gegeben seien wieder m+ 1 (nicht notwendigerweise verschiedene) Stiitzstellen xg, ...,y € 1. Fir die
Funktion f lautet die interpolatorische Quadraturformel in der Newton- bzw. Hermite-Darstellung

,é f[{,L‘(),...,.’L'j]

mit Bo =b—a, By =1 und

b 1 _
B3 ::/a (x —z0) (v — mj_y)du, B; ::/0 (z—20) (2 — zj—1)dz, z::?j_z.

Das Restglied ist das gleiche wie bei der Lagrange-Darstellung:
b
E(f) = / (x —xq) -+ (x — xm) flzo, - - -, T, x]dx.

Beweis. Das Interpolationspolynom von f in der Newton- bzw. Hermite-Darstellung hat die Gestalt
Po,...m(®) = flzo] + (x — @o) flwo, x1] + -+ + (= @0) -+ - (¢ — Tm—1) flzo, - -, Tr]

Integriert man analog dem Beweis zur Lagrange-Darstellung iiber das Interpolationspolynom, so kann
man eine Quadraturformel angeben:

an=[ m b0 ()

b m
/szxo (z—xj-1) flzo, ...,z lde

fZ/ 1'7'130 xij 1)d$f[x07"'7$j]

7=0

—4,

m

= Zﬁjf[l‘o, e ,Jﬁj]
7=0

=> Bi(b—a)*! flxo, ..., z;].
j=0 ~
=0
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5.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Somit sind die Koeffizienten 3y = b — a bzw. Sy = 1 und
~ b
B = / (x —xzo) - (x—xj_1)dx

b J— — .
:(bfa)j/ xb xo"‘xb%ildx
. b—a —a

z(b—a)j+1/0 (z—20) (2 —2zj_1)dz.

=:0;
Der letzte Schritt ergibt sich durch Substitution
z= i:z = Cﬂb:fak =z—2z, und dz=(b—a)dz.
Zum Beweis fiir die Darstellung des Fehlers siehe Prop. 5.2. O

Proposition 5.4 (Fehlerabschitzung)
Man erhdlt fiir den Betrag des Restglieds E(f) die Abschdtzung

- - : (m+1) ‘
[E(f)| £ —— m+1 /\x x0) - (@ — xp,)|da mealx‘f (s)

< G -9 / (= 20) - (2 = )l e /0 o).

Sofern (x — xg) -+ (x — xp) < 0 oder (x — xg) -+ (x — @) > 0 fiir alle x € [a,b] gilt (also kein Vor-
zeichenwechsel auftritt), kann man die Betragsstriche der Integranden alternativ auch aus dem Integral
herausziehen und die Integrale analog Prop. 5.3 durch B,41 bzw. Bpy1 ersetzen:

B (m+1)
B < Gy )
|6m+1|

S iy (0 @ max | ()|

Beweis. Die erste Form der obigen Fehlerabschétzung ergibt sich sofort durch Integration iiber die
Restgliedabschétzung des Interpolationspolynoms (vgl. Kapitel zur Hermite-Interpolation)

1
[R()] < W (@ = 20) - (@ = )| - max | 1015
— BN gy [ =200+~ e ma 1)
und die zweite Form durch anschlieBendes Ersetzen von x durch z. O

Bemerkung 5.5 (Spezialfall Polynome)
Fiir ein Polynom f vom Grad < m ist f identisch mit dem Interpolationspolynom:

f=po..m = R=0 = E(f)=0.
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5 Numerische Integration

Daher haben die Quadraturformeln nach Lagrange, Newton und Hermite die wichtige Eigenschaft, dass
sie fiir Polynome vom Grad < m exakt sind, also gilt

b m
/ f@)de =" Bi(b—a)’ ! flzo, ..., 2)].

j=0
Es ist moglich, dass eine solche Beziehung auch noch fiir Polynome héheren Grades n > m gilt. Die
grofite ganze Zahl n mit dieser Eigenschaft nennt man den Genauigkeitsgrad der Quadraturformel.

Definition 5.6 (Genauigkeitsgrad)
n € N heifit Genauigkeitsgrad von @, wenn fir alle Polynome p mit grad(p) < n gilt

E(p)=0 < E(1)=E(z)=---=FE@") =0 und E(z"™) #0.
Bemerkung 5.7
Fiir die Lagrange-Darstellung gilt immer die Beziehung
Zajzl <~ E(1)=0
j=0

wegen

5.2 Spezielle Quadraturformeln

Proposition 5.8 (Sehnentrapezformel)
Man ersetzt die Kurve f(x) durch die Verbindungsgerade zwischen den Punkten (a, f(a)) und (b, f(b))
- also durch die Sehne - und erhdlt somit ein Trapez. Die Quadraturformel lautet

h—
Q) = =5~ (F(a) + £()
mit der Fehlerabschdtzung
1
()| < 150-a)* ma [7(@)].

Beweis. Wir benutzen die interpolatorische Quadraturformel in der Hermite-Darstellung. Mit ¢ = a,

z1=0b,m=1werden zg =0, 2y =1 und 3; = (biiﬁ Man erhélt

1 1
b=t = [ Good=g pa= [ G0 d= g

Weiter ist

a0



5.2 Spezielle Quadraturformeln

Damit erhalten wir fiir die Quadraturformel
Q(f) = Bo(b — a)fla] + B1(b — a)* fla, b]
= (b~ a)fla] + 5 (b~ a)?fla, b

Fiir die Fehlerabschiitzung erhalten wir mit Proposition 5.4 fiir jedes f € C?|a, b]

1

1 1
| 1= =it = | [ = 20— 2)de| = 12 = 5

1
— |B(f)| < 55(b—0)" max |"(2)].

Der Genauigkeitsgrad ist n = 1, da f” = 0 fiir Polynome mit grad f <1 gilt. O

Proposition 5.9 (Tangententrapezformel)
Man legt an die Kurve f(x) im Punkt ¢ in der Mitte des Intervalls [a,b] die Tangente und erhdilt so
wieder ein Trapez. Die Quadraturformel lautet

Q) = (b— a)f (0 (f - “jb)

mit der Fehlerabschdtzung

1
BN < 55— a)3mrg[3§] |f ()]

Beweis. Wir benutzen wieder die interpolatorische Quadraturformel in der Hermite-Darstellung. Mit
o =21 =c¢, m =1 werden zg = z; = 1/2 und

1 1 2 3
Bo =1, 512/0 (z—é)dz:o, ﬁzz/o (z_;> dz=;<z—;)

Weiter ist

flel = f(e), fle,el = f'(c) (Spezialfall: o = z1 = ¢).

Die Quadraturformel ist somit

B1(b— a)zf[c, c|

Q) = Pob—a)fld +
0-(b—a)’f'(c)

=(b—a)f(c) +
= (b—a)f(o).
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5 Numerische Integration

Fiir jedes f € C?[a, b] gilt wie oben die Abschiitzung

1 3 "
BU) < 7550 ) max |f(2)]

Der Genauigkeitsgrad ist wie oben n = 1. O

Proposition 5.10 (Simpsonformel)
Interpoliert man die Funktion f(x) mittels eines quadratischen Polynoms in den Punkten a,b,c (c liegt
in der Mitte von [a,b]), dann erhdlt man die Simpsonsche Formel

Q) ="~ 2 (@) + 45 () + 1) (fu'r ¢— “‘2”))
mit der Fehlerabschdtzung
B < 50— 0 iy 0.

Beweis. Erneut benutzen wir die interpolatorische Quadraturformel in der Hermite-Darstellung. Mit
xo=a, 1 =b, g =x3=c,m=3 werden zg =0, 21 = 1, 20 = z3 = 1/2 und

1 1 1 1
Bo =1, 51:/ zdz = 7, 52:/ z2(z—1dz = —=
0 2 0 6

1 ! ’
L R L

Weiter ist
fla) = fl@),  fla,b] = W flab.d = 2@ ?bf_(zz); 2/(0)
Nebenrechnung zur dritten Formel:
f[a,b,c] — f[a’li: f[bvd
L1 (f@ =) ) - () Ca+
a—c( a—b  b—c ) mit e = 2
I N FOENI0) ﬂ@—f@)
a— b a—>b p— atb
2 2
_ 2 (f(a) —f(0)  2f(b) —2f(0))
a—> a—>b b—a
_ 2 (f(a>—f(b) _2f(c>—2f(b))
a—b a—b a—>b
_ 2 (f(a) — f(b) —2f(c) +2f(b)>
a—b a—2b
2
flasb o] = vz (Fla) = 2f(e) + f(b)
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5.2 Spezielle Quadraturformeln

Damit wird die Quadraturformel zu

Q(f) = Bo(b — a) fla] + B(b — a)* fla, ] + Ba(b — a)® fla, b, ] + B3(b — a)* fla, b, ¢, ]

= - a)f(@) + - OI@ g g 2U00) szfEf))f ) g

= (- a)f(a) + 50— a)(F() ~ F(@) — (b~ a)(f(a) — 2f(c) + f(B)

— - (@) + 300 - @) - 3700 - 2(0) + 10

= P26 (a) + B7(0) ~ 3(a) ~ 27(a) — 2/(5) + 47 (0))

Q) = 52 (@) + ) +41(0).
Fiir f € C*[a,b] folgt dann die Restgliedabschiitzung
/01 Az 1) (z—;)2 ds = /Olz(l—z) <z—;>2dz 1B = %
— B() < gr5(b @) max [F9()].

Somit ist der Genauigkeitsgrad n = 3. O

Proposition 5.11 (Bessel-Formel)
Diese Formel zeigt, dass man auch Punkte auflerhalb des Integrationsintervalls [a,b] heranziehen kann.
Die Quadraturformel lautet

QU ="

(—fla—h)+13f(a) +13f(b) — f(b+h)) (firh=>b—a)

mit der Fehlerabschdtzung

11
E < —(b-a)
| (f)l = 720( CL) Ig[f—liﬁ—‘rh]

FO@)-

Beweis. Mit xg =a, x1 =b, 9 =a — h, xr3 = b+ h, m = 3 werden

P — —h b+ h— 2(b —
Lj a:>2’0:0, 21:1, 29 = 23 = * CL: ( CL):2
b—a b—a b—a

Zj:

1 1 1 11
ﬁﬁozlv 61:7 —_— - - ﬁ4:%

Die Rechnung fiir die Quadraturformel ist recht aufwéndig wird hier nicht durchgefiihrt. Fiir Funktionen
f € C*a — h,b+ h] gilt die Restgliedabschiitzung
11 5

b— ’(‘0 ’
Tl e @)

[E(f)] <

Der Genauigkeitsgrad ist n = 3. O
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5 Numerische Integration

Proposition 5.12 (Hermitesche Formel)
In der Hermitschen Formel tritt neben der Funktion f auch ihre erste Ableitung auf. Die Quadraturfor-
mel lautet

o =22 (@ + fop + L=

(f'(a) = £'())
und hat die Fehlerabschdtzung

Lo )
B < 56— a)° mas |9()].

Beweis. Mit xg =29 =a, x1 =x3 =b, m =3 werden zg = 2 =0, 21 = 23 = 1 und

1 1 1 1
Bo =1, B1 5 B2 B3 12’ Ba 30

67
Weiter ist nach der Hermite-Relation 3.23
fla,b,b] = fla,b,a]l + fla,b,a,bl(b—a)

= fla,b,a,b] =

(f[a7b7 b] - f[a7b7 CLD :

S =

Auflerdem rechnet man leicht nach, dass gilt:

f[a7b7 a] + f[avbv b] = (f/(b) - fl(a))

ST

Somit folgt fiir die Quadraturformel

Q
—
~
—
Il
—
>
|
IS
=
7N
-
—
IS
S~—
+
O |
—~
>
|
<)
S~—
~~
S
=
|
I
—
>
I
IS
=
[\v]
=
8
o
L2,
|
—
ol
—
>
|
IS
=
w
=
S
o
8
=
~_

(0 @ffat] = 50~ afflaboal = 50— 0§ (e8]~ Slaba)

12 h

(0=l = 150~ @ (2flabal + flobt] - flab.a)

@—@ﬂmﬂ—lw—afuwhd+ﬁmhw>

Q) = (f(a) + f(0) + =5 (f'(a) = £/ ().

Fiir Funktionen f € C*[a — h, b+ h] gilt die Restgliedabschitzung

1 5
Tl mex

BN <

f(4)($)‘ und n=3.
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5.3 Summierte Quadraturformeln

Proposition 5.13 (Formel von Euler-MacLaurin)
Fiir eine Funktion f € C?*™(I) mit m > 2 kann man die Quadraturformel

Q) = Y= (5a) 1 1)) + l; o

(b—a)? (f& (@) — D))

angeben, wobei B; die Bernoulli-Zahlen sind. Diese sind tber eine Rekursion oder (alternativ) dber die
Bernoulli-Polynome B;(z) wie folgt definiert sind:

1 i+
Bo=1, By=——5S (T B, b  B;:=B;0)
Jj+1 k
k=0
Die ersten Bernoulli-Zahlen sind
1 1 1 1 .
Bi=-35.  B=g, B3 =0,  Bi=-—g;, Bs =0, Bs= . Byjr1=0vVj=1
Fiir die Fehlerabschdtzung der Euler-MacLaurin-Formel gilt:
B < L0 e ma e @) wobei Gt [ Banle < €
- (), max X wooer m - mlloco = Ym-
- (2m)! z€la,b] 2

Die Euler-MacLaurin-Formel hat den Genauigkeitsgrad n = 2m — 1.

Bemerkung 5.14 (Spezialfiille von Euler-MacLaurin)
Fiir m = 1 erhélt man die Sehnentrapezformel und fiir m = 2 die Hermiteformel.

5.3 Summierte Quadraturformeln

Summierte Quadraturformeln erhdlt man, wenn man das betrachtete Intervall in Teilintervalle der Lénge
h zerlegt und dann in jedem dieser Teilintervalle die Quadraturformeln anwendet.

N
[cub]zU[ar,br], a; = a, by = b, apy1 = by, r=1,...,N—1
——

=1
" =1,

Mit Quadraturformeln @, und zugehorigen Restgliedern E,. fiir Integrale iiber diese Teilintervalle
br
/ fl@)de =Q,.(f)+ E.(f) (furr=1,...,N)

erhalt man

mit den Abkiirzungen
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5 Numerische Integration

Sei im Folgenden f € C™*1(I) und die Teilintervalle I, haben alle die gleiche Linge h.

h—
h:br—aT:Ta (firr=1,...,N)

Damit folgt die Restgliedabschétzung

C
A2 max

_C (m+1)
(m+1)! max | [ ()

B (f)] <

9

wobei
C = fol [(z—20) -+ (2 — 2m)|dz immer
|Bmt1] ohne Vorzeichenwechsel.

Damit ergibt sich unter der Verwendung von
N N
S W= pm N T = B (b — a)
r=1 r=1

fiir die Fehlerabschétzung iiber das gesamte Intervall

ol c
<D 1B ()= (b= ) gy mae | £ @)

Bemerkung 5.15 (Notation)
Im Folgenden sei z, =a+rh mit r =0,..., N und h = b*T“.

Proposition 5.16 (Summierte Sehnentrapezformel)
Die summierte Sehnentrapezformel

_NbT—aT b)) — & 1 = 1
Q) = ; 5 (flar) + [(br)) = §f(€/o) + ; flar) + §f(3_z/v;)

hat fiir f € C?[a,b] Restgliedabschitzung
2

B < 0 a) g ma | (0)].

Proposition 5.17 (Summierte Tangententrapezformel)
Die summierte Tangententrapezformel der Funktion f lautet

- (252 o ()

r=1

und hat fiir f € C?[a,b] die Restgliedabschitzung

2

B < 0 a)5; ma | (0)].
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5.3 Summierte Quadraturformeln

Proposition 5.18 (Summierte Simpsonformel)
Die summierte Simpsonformel lautet

-3 L (f(w 4y ( i br) ; f(m)

2
r=1
N-1 N
= g <;f((b0) + Z f(xr)-l-QZf (le;_xT) + ;f(xN)> .
r=1 r=1

Damit ist Q(f) das gewichtete Mittel aus der summierten Sehnentrapezformel Qs (f) und der summier-
ten Tangententrapezformel Qr(f) in der Form

QU = 5 (@s(/) +2Qr (7).
Die Restgliedabschitzung fiir f € C*[a,b] lautet

h4
B < (b a)gggy mas |F9)].

Proposition 5.19 (Summierte Hermitesche Formel)
Die summierte Hermitesche Formel lautet

N 2
o =3 ("5 e + 10+ T (1w - o)
(1 = 1 h )
=70+ 3 A+ 57w )+ 5 (o) o)

und hat fiir f € C*[a,b] die Restgliedabschitzung

h4
B < (b= a)ggg max |7 (a)].

Proposition 5.20 (Summierte Formel von Euler-MacLaurin)
Die summierte Euler-MacLaurin-Formel ist

N m—1
QN=>_ (b" S (Flar) + 70 + 3 (b

—h 1 - 1 milhzl Bor (211 (21-1)
=h | gf0) + 2 S+ S |+ 3 (PO = 70 )

=Summierte Sehnentrapezformel =

Diese Formel geht durch ein Korrekturglied aus der summierten Sehnentrapezformel hervor. Die zuge-
hérige Restgliedabschétzung fir f € C?™[a,b] lautet

Cm_pom (2m)
B < (6= ) g™ mas |76 ()]
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5.4 Ubersicht

Spezielle Quadraturformeln

Es sei ¢ = GTH’, h =b—aund Cy, so, dass ||Bam||, < Cnm-
Quadraturformel Fehlerabschitzung Genauigkeitsgrad
Sehnentrapezformel Q(f) =52 (f(a) + f(b)) |E(f)| < {5(b—a)? max, lf"(z)] n=1
xrE|a,
Tangententrapezformel Q(fy=0b—-a)f(c) |E(f)] < 55(b—a)? m[mi] | ()] n=1
xrE|a,
Simpson-Formel QUf) =552 (f(a) + 4f(c) + £(b)) B < g (b= @)° max [fO@)]  n=3
Bessel-Formel Q(f) =52 (—f(a—h) +13f(a) + 13f(b) — f(b+h)) E(f)] < 7171(17711)5;2[3)%} | f &) (2)] n=3
Hermite-Formel QUf) =552 (f(a) + £(0) + L2 (F'(a) — £'(b)) E(f)] < 35— )° max [fO@)]  n=3
m—1 2m+1
Formel von Euler-MacLaurin | Q(f) = (b;a) (fla)+ f(0)+ > %(b —a)? (fEV(a) - fED) |E(f)| < %Cm max, |FEmM ()] n=2m—1
=1 ) ) z€la,
Summierte Quadraturformeln
Setze x,, =a+rh firr=20,...,Nund h =05, —a, = b*Ta firr=1,...,N.
Quadraturformel Fehlerabschitzung
N N—1 )
Summ. Schnentrapest. QP = 2 25 (fla)+ £0,)) = b | 120+ & Flan) + 3 (ay) B < 6~ )y max |1()
—a =b
N N ,
Summ. Tangententrapezf. QUY) =X (b —an)f (&=F=)=h Y f (rr‘l;r“) E(f)|<(b-a)ly max, |f" ()]
r=1 r=1 xre|a,
N—1 N
Summ. Simpson-F. Q) =4 (o) + T ) +2 5 1 (Z5) + 4(ew)) = (@) +20r(1) B < 0 - )iy 1w | 790
N-1 .
Summ. Hermite-F. Q) = () + S S+ 51ex) ) + 5 (Faw) = Faw) B < (- )y mae | £ (a)
1 = 1 m=1 . By |
Summ. F. v. Euler-MacLaurin | Q(f) = h <2f(wo) + Z ) + 2f<xN>> X e (£ D (@0) = fE V(@) B < (b - a) Gayh?m Jma |£C7) ()
=Summierte Sehnentrapezformel =i




5.5 Romberg-Integration

5.5 Romberg-Integration

Die Summenformel nach Euler-MacLaurin gibt eine Entwicklung nach Potenzen der Schrittweite h
fiir den Fehler bei der Approximation des Integrals durch die Sehnentrapezregel. Durch fortgesetzte
Halbierung der Schrittweite und geeignete Linearkombination der zugehorigen Néherungen kann man
jeweils den fithrenden Fehlerterm eliminieren und N#&herungen hoherer Genauigkeit erzielen.

Proposition 5.21 (Algorithmus der Romberg-Integration)

Fir eine Funktion f € C?"[a,b] bezeichne S(f) die summierte Sehnentrapezformel mit Schrittweite
h = (b—a)/N und Anzahl N an Stitzstellen. Mit S;(f) wird die summierte Sehnentrapezformel zur
Schrittweite h; = h/27 und der Anzahl N; = 29N an Stiitzstellen bezeichnet. Die Romberg-Integration
erfolgt durch die Rekursion

SO =550, S = e {4 () - () )

firk=0,....n—2und 5 =0,1,2,.... Dabei sind die Summen Sj(k)(f) eine Naherung fir das Integral
b
k k) k k k
/ f(a)dz =SB (f Z M2+ EP () = s () + 0 ()
@ I=k+1

mitk=0,....,n—1und j=0,1,2,... und geeigneten Cz( ) sowie dem Restglied E(k)(f)

Beweis. Wir verwenden die summierten Euler-MacLaurinschen Quadraturformeln zu den Schrittweiten
h]‘ und hj+1t

N;—1

b
/a f(SC)dZE:hJ ; Z f a+7"h + f +Zh2l BQl ( (20— 1)(a)7f(2l71)(b)) +E](f)

=S;(f) -
n—1
= S;(f)+ Y W+ Ei(f) = () + O (h2)
=1

b n—1
/ flz)de = S (f) + Z h?i_lcl + Eja(f) = Sjma(f) + O ( J+1)
a =1

Dabei wurde bedacht, dass E;(f) = O (h?") gilt. Nun multiplizieren wir die untere der beiden Glei-
chungen mit 4, ziehen die obere von ihr ab und dividieren schliellich durch 3. Somit erhalten wir

1
/f dm— 5 (4871(/) ch (43, — h3h) +3 (4B (f) = B ()
— ——
=50 (f) —(a(%)"-n2) =B (f)

— Wy 1 2 | (1)
=551 +chg (22[ 5 1>hj +EM(f)
—/_/

—..D
=:iq;

”m+§&meWﬁ
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5 Numerische Integration

Man beachte, dass cgl) = 0. Somit haben wir erreicht, dass in der Summe die niedrigste Potenz von h;
mit [ = 2 auftritt:

b n—1
[ =00+ S+ B0
¢ =2

=S+ 0 (hl).

Nun fehlt noch die Induktion k¥ — k + 1. Wir gehen analog dem Fall £ = 0 oben vor und verwenden die
beiden Formeln zu den Schrittweiten h; und A4

b n—1
/ f@)de =S+ 3 Pn2 4 BW (),
a I=k+1

b n—1
k k k
[ tate=sBin)+ Y Vn + B ().
a I=k+1

Wir multiplizieren die untere der beiden Gleichungen mit 4**, ziechen die obere von ihr ab und dividieren
schlieflich durch 4%+ — 1:

b n—1
1 k+1 o(k) (k) (k) 1 k417,21 21
/ f@dr = g (S (D =S () + 3 Y gy (@R, - )
a I=kt1 —_
::S§k+1)(f) :<4k+1<%)2l_h?l>
1 k k
+ gy (B - BV 0)
=g
J
(k+1) SUCEE! 1 (k1)
(k1 k 21 k+1
=5 (f) + Z G g1 <4l—(k+1) - 1) hi + E7 7 (f)
I=k+1

— . (k+1)
=:ic

n—1
=5+ 30 @ R+ B ()
I=k+1

(k+1)

Erneut beachte man, dass ¢;’,';” = 0, wodurch der Term mit p2+D

; wegfallt:

b n—1
/ f(z)dx :S](}c+1)(f)+ Z Cl(k+1)h?z+E](k+1)(f>
¢ I=k+2

=" () + 0 (hﬁ(’““))
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5.6 GauBsche Quadraturformeln

Bemerkung 5.22 (Schema fiir die Romberg-Integration)
Die Nédherungen S ](.k) = S](-k)( f) koénnen mit Hilfe dieses Schemas berechnet werden:

58
N\
SO g
N\ N\
Séo) . S%l) . S(()Q)
N N N
N N N N
S](E)l — S;l_)Q — S](Q_)3 — — Séj_l)
N N N N N
S](-O) — S;l_)l — S]@_)2 — — Sfj_l) — S(()j)

Hier ist anzumerken, dass bei der Berechnung des ersten Elements der néchsten Zeile ggfs. die Beziehung

N;—1

(Si(H+T(H), Ty =h; Y flat +1/2)hy)

=0

DN | =

Si+1(f) =S () =

mit der summierten Tangententrapezformel T;(f) ausgenutzt werden kann.

Bemerkung 5.23 (Konvergenz)
Auch fiir stetige Funktionen f auf [a, b] konvergieren die Spalten des obigen Schemas gegen das Integral,

b
s§k>(f)_>/f(x)dx (fir j — o0, k=0,1,2,...)

und die Diagonalen des Schemas ebenso

b

5.6 GauBsche Quadraturformeln

Die interpolatorischen Quadraturformeln haben die besondere Eigenschaft, dass sie fiir n + 1 gegebene
Stiitzstellen xq, ..., x, fir Polynome n-ten Grades exakt sind.

Unsere bisherige Aufgabenstellung lautete wie folgt: Gegeben seien die n 41 Stiitzstellen x;, wir suchen
n + 1 Gewichte o, so dass

QUf)=(b—a)d_ a;f(z))
=0

eine Quadraturformel ist.
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5 Numerische Integration

Frage: Kann man bei diesen Quadraturformeln zusammen mit den n + 1 Koeffizienten «y, . .., o, bzw.
Bo, - .., n auch noch die n + 1 Stiitzstellen zq,...,x, optimal wihlen, so dass die Quadraturformeln
fiir Polynome bis zum (2n + 1)-ten Grade exakt werden?

Dies fiihrt uns auf die erweiterte Aufgabenstellung: Wir suchen «y, ..., a, und z,...,x,, sodass der
Genauigkeitsgrad von ) mindestens 2n + 1 ist.

Definition 5.24 (Gaufische Quadraturformel)
Die Funktion ¢ sei eine reelle, stiickweise stetige, positive Gewichtsfunktion auf (a,b) mit a,b € R U
{—00, 00} und die Integrale

b
/ wo(x)dr  (firj=0,1,2,...)

existieren und seien absolut konvergent!. Auflerdem existiere das Integral

b
1) = [ Ha)eta)d
FEine Quadraturformel

Q) =(b—a)d_ af(zk)
k=0

mit xg, ..., %, € (a,b) und ag, ..., o, € K heifit eine GauBische Quadraturformel, wenn gilt

b n
/ a:jg(m)dx:(b—a)Zak.mfc — E())=0 (firj=0,...,2n+1)
a k=0

wobei E(f) = J(f) — Q(f) ist. Die Quadraturformel hat also mindestens den Genauigkeitsgrad 2n + 1
und ist damit fir Polynome (2n + 1)-ten Grades exakt.

Definition 5.25 (Skalarprodukt von Polynomen)
Wir fihren auf dem Vektorraum

H:{p:(a,b)HK

J
Elj7’705"'?7j € Kp(ﬂ?) = Z"lel}
1=0
der Polynome tber dem Korper K das Skalarprodukt wie folgt ein:

b [
(0)i= [ pi@e@)ds  (firpg e
Des weiteren schreiben wir fiir das Skalarprodukt eines Polynoms p mit sich selbst

Ipl? == (p, p).

Proposition 5.26 (Orthogonale Polynome)
Durch Orthogonalisierung der Basis {1,x,2%, ... 2"} des II,, nach dem Gram-Schmidtschen Orthogo-
nalisierungs- Verfahren erhalten wir orthogonale Polynome p; vom Grad j:

po(x):=1

) =t = 3 2 0

= llpw

1z2.B.: o(z) = e~ 7, e*zz, In(1/z). Im Folgenden beschrénken wir uns jedoch im wesentlichen auf o(z) = 1.
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5.6 GauBsche Quadraturformeln

Diese Polynome pg,p1, - .., pn sind offensichtlich selbst auch wieder eine Basis des I1,,, d.h.

Hn = <17x7"'7mn> = <p07p17~~~»pn>~

Proposition 5.27 (Wurzeln des Polynoms py41)

Das Polynom ppy1 (mit grad(pp+1) = n+ 1) hat im Kérper K = C genau n + 1 reelle, paarweise
verschiedene Nullstellen oder Wurzeln. Diese Wurzeln xy, . .., z, haben mit den zugehdrigen Lagrange-
Polynomen lj(x) die Rayleight-Quotienten-Darstellung

b n
Ll Li(x)? d —
2 = (”JZJ’QJ) - faf'ﬂ(“")' DA i 1) = I =% (irj=o0,...,n).
14 [ (@) [20(x)d ko ki T3 T Tk
Die Wurzeln xy, . ..,y liegen im Intervall (a,b).
Beweis. Der Beweis erfolgt spéter im Kapitel iiber orthogonale Polynome. O

Proposition 5.28 (Bedingung fiir Gaufische Quadraturformel)

Die Quadraturformel Q ist genau dann eine Gaufsche Quadraturformel, wenn die Stitzstellen xq, ..., x,
gleich den Wurzeln des orthogonalen Polynoms p,11 sind und mit den zugehérigen Lagrange-Polynomen
loy...,l, die Koeffizienten «q,...,a, die Darstellung

1

= —
T bh—a

b b
1
/ lj(z)o(x)dx < m/ lj(z)?o(x)dz >0 (firj=0,...,n)
haben. Das Restglied der Gaufischen Quadraturformel Q hat fiir f € C*"*2(a,b) die Gestalt

b
E(f) = / f[x()a ey T,y L0y - - ,JCTL,l’]p?H_l(I’)Q(IE)d%

und gestattet fiir reellwertige Funktionen f mit & € (a,b) die Darstellung

b
B(f) = — i / P21 (@)o(a)dz - fFRFD(€). (7)

(2n+2

=lpnt1ll?

Beweis. Im Kapitel iiber orthogonale Polynome werden wir sehen, dass die Quadraturformel genau
dann exakt ist fiir Polynome 2n + 1-ten Grades, wenn die Koeffizienten und Stiitzstellen die genannten
Eigenschaften haben.

Zum Restglied: Mit dem Interpolationspolynom pg .. n0,...n € ll2p+1 von f in der Hermite-Darstellung

mit den 2n 4+ 2 Stiitzstellen xg, . .., Ty, g, - . ., T, und dem Restglied R kann man f wie folgt darstellen:
f(x) = pO,.H,n,O,...,n(x) + R({E)
R(z) = (x —x0)* - (x — )% w0, . .., Tn, 20, - - ., Ty T,

Sind nun die Stiitzstellen z; gleich den Wurzeln (Nullstellen) des orthogonalen Polynoms p,, 1 € II,,41,
SO muss pn4+1 die Darstellung

! .
5 pe(x) =v(x—x0) - (x —x,) (fiir vy €K)
[Pkl —~—
€llg, k<n

pny1(z) =2

n n+1
Def. nt1 Z (I ,pk(I))

k=0
ek
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5 Numerische Integration

haben. Jeder Summand in der Summe ist nur ein Polynom vom Grad k < n, womit der Koeffizient der
héchsten Potenz 2™t von p,, 41 als 1 identifiziert wird. Damit erhalten wir v = 1 und kénnen schreiben

Prni1(x) = (& —x0) - (x — 2,) = R(x) zpiﬂ(:v)f[xo,...,xn,x07...,xn,x].

Da die Quadraturformel exakt ist fiir Polynome vom Grad < 2n + 1, gilt (vgl. auch Prop. 5.24)

T(Po,...00,..m) = QP0,...m0..n) = (b= ) > anflar) = Q(f).
k=0

Wir kénnen J(f) also darstellen als

J(f)=J(po...no..n) +J(R) =Q(f) + E(f) = E(f) = J(R).

Also erhalten wir fiir die Restgliedabschitzung

b b
E(f)=J(R) Déf'/ R(x)o(x)dx :/ pi+1(x)f[xo,...,xn,a:0,...,xn,x]g(az)dx.

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung erhalten wir schlieflich fiir reellwertige Funktionen f €

C?"*2(a,b) auch die zweite Darstellung von E(f). O
Beispiel 5.29 (Legendre-Polynome)
Fir o =1, a = —1, b = 1 erhélt man die orthogonalen Legendre-Polynome in der Form
1 3 6 3
frd 1 = = 2 —_ frg 3 — = — 4 E—— 2 -
Do y b1 z, b2 xz 37 b3 x 5:57 2 xz 7$ + 355

Die zugehorigen Normierungsintegrale lauten

1 2j+1 o —2
92+l (9 ,
2 _ 2 _ o
I[Pl —/1pj(x)dx— 2j+1(j) (fir j =0,1,2,...)
8

=3 e
175’

8
—_ 2 = — 2 =
3 HP2|| 45’ HP3||

Die Wurzeln (Nullstellen) auf [—1, 1] ergeben sich zu

= lpoll*=2, |m

1 1
N Xo = -, —
b2 T3 NE]

3 0 \/§
M Tro = — =, €T = 5 €T = —’
b3 0 5 1 2 5

Proposition 5.30 (Restglied fiir o(x) = 1)
Fiir eine reellwertige Funktion f € C*"*2)(a,b) kann das Restglied in der Form

I =

_ 2n+3 1 _
- 22(7?-&-3(;) +2)! / (2720)2...(7;fzn)Qde(2n+2)(§), Z:2$ c o a+b
n .

E(f) . b—a’ 2

=||pn+1 H[Q,Ll]

angegeben werden.
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5.6 GauBsche Quadraturformeln

Beweis. Wir substituieren in dem Integral in Gleichung (7)

T —c b+a T — T

1 1
P c: 5 — —§(z—zj), dx—§(b—a)dz.

z:=2

Damit erhalten wir

b
Ipnsa]l? = / (& — 20)% - (& — 2,)dz
a

2n+2 b r — X 2 r — Ty 2
a —a —a
(b_a)2n+3

1
:W/ (2 = 20)% (2 = 2z2)dz

-1

Setzen wir das Integral in Gleichung (7) ein, so erhalten wir das Ergebnis. O

Proposition 5.31 (Gaufische Quadraturformel mit zwei Punkten)
Die Gaufische Quadraturformel mit zwei Punkten lautet

QG2(f)—}2L<f<02\h/§)+f(c+2\’;§>)’ h=b—a, C::a;rb

und hat das Restglied

h5
E(f) = 1355

Die Genauigkeit ist somit n = 3 (wie bei Simpson oder Hermite, allerdings wird ein Punkt weniger
bendtigt).

fD©, €€ (ab).

Beweis. Die Formel ergibt sich aus dem Fall n = 1: p,41 = ps = 22 — %, h = b — a. Wir erhalten

1 h I 1
1=ft—= = rp=c— —= T1=c+—= app = —— ll(ac)dxzi.

V3 23 23 b—al,

Proposition 5.32 (Gaulsche Quadraturformel mit drei Punkten)
Die Gaufsche Quadraturformel mit drei Punkten lautet

ch(f):1h8<5f<c—h\{§5>+8f(c)+5f<c+h\ﬁ?5>>, h:=b—a, czza;—b

und hat das Restglied

h7

= 1)
= 50160007 &) € (ab).

E(f)

Der Genauigkeitsgrad ist n = 5.

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus dem Fall n = 2 und soll hier nicht gefithrt werden. O
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5 Numerische Integration

5.7 Summierte GauBsche Quadraturformel

Proposition 5.33 (Summierte Gausche Quadraturformel)
Die summierte Gaufische Quadraturformel lautet

Qa.(f) = Zi(f (w—&) +f<cr+2\h/§>),

o Ty +Ty—1

1
r—3 )

wobei die Abkiirzungen

Vr:h:=b, —a,, Cr i =X

verwendet wurden. Die Fehlerabschdtzung lautet

E(f)

_b—a,, (4)
= 320" argggb‘f (x)"
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6 Wiederholung zur Linearen Algebra

Im Folgenden sei K ein Kérper, K € {C,R}.

Definition 6.1 (Vektorraum K™)
Der n-dimensionale Vektorraum V = K" ist die Menge V. = {(z1,...,2,) : x; € K, = 1,...,n}.
Addition von Vektoren und Multiplikation mit Zahlen sind erkldrt durch:

(xla"'vxn)—'_(ylw'wyn) = ($1+y17~~~»$n+yn)
Mz, .oy xn) = Az, .., Axy)

Definition 6.2 (Standardbasis des K")
Die Standardbasis des K™ bilden die Vektoren

612(5”,...,5”1) (fﬂrl:l,...,n).

6.1 Skalarprodukt

Definition 6.3 (Skalarprodukt)
Sei E ein Vektorraum iiber K. Ein Skalarprodukt ist eine Abbildung (-,-) : E*> — K mit den Eigenschaf-
ten:

(S3) (Au~+ pv,w) = A (u, w) + p (v, w)

(54) (uav) = ('Uvu)

Proposition 6.4 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Fiir ein Skalarprodukt gilt die Ungleichung

| (w,0) 2 < (u,w) - (v,0).

Insbesondere gilt die Gleichheit genau dann, wenn u und v linear abhdngig sind.

Beweis. Der technische, aber nicht schwierige Beweis findet sich in jedem Buch zur linearen Algebra.
Er soll hier nicht gefiithrt werden. O

Definition 6.5 (Standardskalarprodukt auf dem K™)
Das Standardskalarprodukt auf C™ ist definiert durch

n
Jj=1

Fiir den R™ ergibt sich

n
(@,9)y = Y x5y,
j=1

Beweis. Alle Eigenschaften (S7) bis (S4) ergeben sich unmittelbar durch Nachrechnen. O
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6 Wiederholung zur Linearen Algebra

6.2 Normen

Definition 6.6 (Norm, normierter Raum)
Sei V' ein Vektorraum. Die Abbildung ||-|| : E — R ist eine Norm, wenn gilt:

(N1) [lull =0

(N2) JJu| =0 <= u=0

(Ns) (| xull = Al fJull

(Na) Aol < [lull + (]|

Ein Vektorraum V' mit einer Norm ist ein normierter Raum.

Bemerkung 6.7 (Dreiecksungleichung nach unten)
Aus (IVy) folgt die Ungleichung | ||u|| — ||v]|] < ||ju + v||, denn

[ull = [I(u+v) — ol < flu+of + vl
= Jlull = vl < llu+ vl
Analog gilt
[oll = (v +w) —ull < flutof + [ul
= vl = flull < llu+ vl

Proposition 6.8 (Vom Skalarprodukt induzierte Norm)
Sei E ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann wird durch

Jull := /(u, u)

eine Norm auf E definiert.

Beweis. (N1) und (N3) sind klar. (IV3) folgt mittels

Semidefinitheit
Definitheit
Homogenitat

Dreiecksungleichung

IAull = v/ (A, Adu) = \fAX (u, u) = VA2 (u,u) = [NV (u,u) = [A] ]

Die Eigenschaft (Ny4) ist gerade die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Bemerkung 6.9 (Umformulierung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung besagt somit

[ (w,0) | < lull - o] -

Insbesondere gilt fiir das Standardskalarprodukt auf dem K™

n n n
Soami < Dl | Dyl
j=1 j=1 j=1
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6.2 Normen

Definition 6.10 (Normen auf dem K")
Folgende Abbildungen definieren Normen auf K*. Mit x = (x1,...,x,) € K" definiert man:

e Die Maximumnorm:
2] =  max |zl
Jj=1,....,n

o Die euklidische bzw. unitire Norm

1

2

n
lzlly = | Dl
j=1

e Die 1-Norm

n
lzlly = |l
j=1

Beweis. Dass die Maximumnorm und die 1-Norm Normen sind, ist unmittelbar klar. Die euklidische
Norm ist die von dem euklidischen Skalarprodukt induzierte Norm. O

Definition 6.11 (Geometrische Objekte in normierten Réumen)
Sei E ein normierter Raum. Dann definiert man:

Punkte Vektoren z,y € K™

Abstand der Punkte x,y |z — vl

Offene Kugel mit Mittelpunkt ¢ und Radius o K,(c) ={z e K"|||lz — ¢| < o}
Abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt ¢ und Radius ¢ K,(c) = {x € K"| ||z — || < o}
Sphire mit Mittelpunkt ¢ und Radius o So(c) ={zx e K"| ||z — c|]| = o}

Beachte, dass in normierten Rdiumen die abgeschlossene Kugel tatsdchlich der Abschluss der offenen
Kugel ist (dieses gilt i.A. in beliebigen metrischen Rdaumen nicht).

Beispiel 6.12

Die Kugeln um ¢ = (ey, . . ., ¢,) mit Radius ¢ beziiglich den oben definierten Normen sind:
oot Kole) ={(21,...,20) t [2i — ci| < 0}
[[-ll : K.Q(C){(:C17~'~7xn):2|xiCi|2S92}
i=1
[0 : KQ(C):{(x:l?"'?xn):Z'xi_cilSQ}
i=1

Definition 6.13 (Aquivalenz von Normen)
Zwei Normen |-|| und ||-||" heifen dquivalent, wenn es vo,71 > 0 gibt, mit

Va0 [l < lzll < v el
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6 Wiederholung zur Linearen Algebra

Proposition 6.14 (Alle Normen auf dem K" sind dquivalent)
Fiir je zwei Normen ||-| und |-| auf K™ gilt, dass ||-|| und |-||" dquivalent sind.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass alle Normen dquivalent zur euklidischen Norm sind.

Sei ey, ..., e, die kanonische Basis des K™. Dann gilt mittels Cauchy-Schwarz die Abschétzung

n
E TrCk
k=1

Weiter ist jede Norm lipschitzstetig, denn

]l =

n cs
<3 fael llell <
k=1

n

2
> llewl® - llzlly =: 7 Nz, -
k=1

Hlzll = llyll < fle =yl < llz =yl -

Die Einheitssphére S := {z € K" : ||z||, = 1} ist kompakt. Dann besitzt die Norm ||-|| als stetige Funk-
tion auf einer kompakten Menge ein Minimum g an der Stelle z € S, d.h.

Izl =70 = min [ull.
llull;=1
Insbesondere ist g > 0, denn sonst wére z = 0 ¢ S. Nun gilt

||xH2 =

Al - Nzl = -

X
o lel, < H
S Er

1
[ES
Insgesamt folgt o [[z]ly < [lz]| < 71 [z,

Nun zeigen wir, dass je zwei beliebige Normen &dquivalent sind.
Denn sind |||, ||-||" zwei Normen, dann gibt es yo,v1, 74,7}, s0, dass
Yo llzlly < Nzl < 7 flll,
o llzlly < llzl” < 1 llzlly

Yo 71
= — lz|" <o llzlly < ll2]] <mflzll, < ) |z
1 0

I

O
Definition 6.15 (Konvergenz)
Sei E ein normierter Raum mit Norm ||-||. Eine beliebige Folge von Vektoren x(t) = (mgt), . ,mg)) eE
heifit konvergent gegen einen Vektor x € E, wenn gilt
lim )x(t) — xH =0.
t—oo
In diesem Fall schreibt man
lim z® = 7.
t—o0
Proposition 6.16 (Konvergenz im K" ist dquivalent zu elementweiser Konvergenz)
Eine Folge von Vektoren () = (:UY)7 e w%t)) € K" konvergiert genau dann gegen einen Vektor z,
wenn alle Koordinatenfolgen konvergieren, d.h.
lim 2 =2 < Vi= 1,...,n: lim a:gt) = x;.
t—o0 t—o0

Insbesondere hingen Konvergenz und Grenzwert nicht von der Wahl der jeweiligen Norm ab.
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6.3 Matrizen

Beweis. Je zwei Normen sind dquivalent, d.h. es gibt 71,72 > 0 mit Vo € K" : vy [jz]| < |lz]] <
72 ||zl - Nun gilt

tlim W =z

< lim ‘x(t) —xH =0

t—o0
<= lim 'y”x(t)fo =0
t—o0 o
<~ lim Hx(t)—xH =0
t—o0o o
< Vj=1,...,n: lim |x(-t)—xj|:0
t—oo J
- T ® _ .
<:>Vj—1,...,n.tli>rroloa:j = x;.

6.3 Matrizen
Als Notation fiir eine m x n - Matrix mit m Zeilen und n Spalten verwenden wir

ail . A1n
A=+ ot =(ar)=1,me
Am1 cee Qmn
Definition 6.17 (Raum der Matrizen)
Die m x n - Matrizen mit Elementen aus K bilden einen (n-m)-dimensionalen Vektorraum Matg (m,n)
tber K mit den Verkniipfungen
C=A+B mit Cjk 1= ajk+bjk,
C=M)A mit  cjr = Aajk.

Beachte, dass somit eine triviale Isomorphie zwischen Matg(m,n) und K™" besteht.

Istm = n, so ist die Matriz quadratisch. Der Raum aller nxn-Matrizen wird mit Matg (n) := Matg(n,n)
bezeichnet. Dieser Raum ist zusdtzlich abgeschlossen unter der Matrizenmultiplikation, d.h. fir A, B €
Matg (n) ist das Produkt AB definiert und AB € Matg(n).

Proposition 6.18 (Alle Normen auf Matg (m,n) sind dquivalent)
Fiir je zwei Normen ||-|| und |-| auf Matg (m,n) gilt, dass ||| und ||-||" dquivalent sind.

Beweis. Dieses folgt unmittelbar aus der Isomorphie von Matg (m, n) und K™" sowie Proposition 6.14.
O

Definition 6.19 (Konvergenz von Matrizenfolgen)

Fiir eine beliebige Norm |-| auf Matg(m,n) definiert man: Eine Folge von Matrizen A®) = (agtk))

konvergiert gegen eine Matriz A = (aj,) wenn gilt:

lim HA(” _ AH —0

t—oo
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6 Wiederholung zur Linearen Algebra

Bemerkung 6.20 (Wohldefiniertheit und Aquivalenz zur elementweisen Konvergenz)

Obige Definition ist unabhéngig von der Wahl der Norm, da je zwei Normen &quivalent sind. Aulerdem
gilt durch die Isomorphie von Matg (m,n) und K™", dass eine Folge von Matrizen A®) genau dann
gegen eine Matrix A konvergiert, wenn die Folge elementweise gegen A konvergiert.

Proposition 6.21 (Konvergenz von Matrizenfolgen)

Eine Folge von Matrizen A®) = (agtk)> konvergiert in Matg(m,n) genau dann gegen eine Matriz A,

wenn gilt:
Ve e K" : tlim AWy = Ax
—00

Beweis. Es konvergiere A®*) gegen A. Sei x = (1, ...,2,) € K”. Dann gilt fir j =1,...,m

tl—iglo(A( R tlggo (Za t)xk> Z (hm a(k> TEp = Zajkxk = (Ax);

k=1 k=1

Gelte umgekehrt fiir jeden Vektor 2 die Identitiit limy_o, A2 = Az. Dann gilt dieses insbesondere

fir die Einheitsvektoren e; fiir { = 1,...,n. Damit erhélt man die Konvergenz der Spalten von A
gegen die Spalten von A und hieraus wiederum die elementweise Konvergenz der Matrix A(*) gegen A
fir t — oo. O

Definition 6.22 (Matrizen definieren eine Abbildung)
Sei A = (a;i) eine m x n-Matriz. Dann ist eine lineare Abbildung L4 definiert durch

La:z— Az mit (Ax); = Zajkm;g.

Beweis. Die Linearitéit folgt unmittelbar durch Nachrechnen:

(AQz +py)); =D au\e + py)e = N> ajewr + 1> ajye = (AAz); + (nAy);
k=1 k=1 k=1

O

Definition 6.23 (Vertriiglichkeit)
FEine Norm ||-|| auf Matg(m,n) heif$it vertraglich mit ||-||xn , || |gm wenn fir jedes A € Matg(m,n) gilt:

[Az[gm < Al 2 ]|gn

Definition 6.24 (Matrizennorm auf dem Matg(n))

Sei ||-|| eine Norm auf Matg(n). Man nennt ||-|| eine Matrizennorm, wenn sie die folgende Eigenschaft
erfillt:
(Ns) YA, B € Matg(n) : |AB] < || Al || B|| Submultiplikativitat
Definition 6.25 (natiirliche Norm)
Die natiirliche Norm ||-||,,,, auf Mat(m,n) beziglich der Normen ||-||xn , ||-||gm ist definiert durch
[ Az g
[Allge = sup T = sup Ayl -
ozaexr  [%llxn veK
llyllgcn =1
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6.4 Besondere Matrizennormen

Bemerkung 6.26 (Eigenschaften der natiirlichen Norm)
Sei ||| 0 die natiirliche Norm beziiglich [|-||x. und ||-|[xm. Man rechnet leicht nach, dass die beiden

nat
gegebenen Definitionen iibereinstimmen und wirklich eine Norm definieren. Des weiteren gilt
1. Die natiirliche Norm ||-|, ., ist vertréglich mit ||-||xn , ||-|lgm -

2. ||A|l,0; = min{c > 0| [[Az|xm < cl|z|gn,2z € K"}, d.h. die natiirliche Norm ist die kleinste

vertragliche Norm.
Fiir den Fall m = n gilt zusétzlich

1. |E|l,.c =1, wobei E die Einheitsmatrix ist.

nat

2. ||| st ist eine Matrizennorm.

6.4 Besondere Matrizennormen

Definition 6.27
Als besondere Normen auf Matg(m,n) definieren wir:

e Die maximale Zeilensumme:
n
A = max a;
Al = max > lag)
k=1
e Die mazimale Spaltensumme:

m
Al = kfllf‘?inz |l
Jj=1

e Die Quadratsummennorm (sie entspricht der euklidischen bzw. unitiren Norm auf dem K™ ):

m n
DD lanl

j=1k=1

1Al ==

Proposition 6.28 (Vertriiglichkeit und Natiirlichkeit der maximalen Zeilensumme)
Fiir die mazimale Zeilensumme gilt:

(1) |||l ouf Matg(m,n) ist vertraglich beziglich den Mazimumnormen ||| . auf K™ und K".
(it) Ist m =n, so ist ||-|| ., auf Matg(m,n) sogar die natiirliche Norm beziglich den Maximumnormen

Il o auf K™ und K".

Beweis. Zu (i): Dieses folgt aus der fiir alle x € K™ geltenden Ungleichungskette

n
E ATk
k=1

..........

Zu (ii): Fur A =0 gilt ||A|| ., =0=||A] Sei A # 0.

nat"*
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6 Wiederholung zur Linearen Algebra

Fiir alle & mit [lz],, = 1 gilt [Az], < [All, [le], = | All,o- Tnsbesondere gilt
sup | Az, < 1Al

Izl oo =1

Nun gibt es ein l € {1,...,n} so, dass
n n
Al = max > lag| =Y |a]-
I=heni o k=1

Setze nun z = (21, ..., 2,) mit

Ak wenn ay, # 0,
2k = laik]

0 sonst.
Wegen A # 0 ist ||z]|, = 1. Weiter ist

>

J

n n n
|42lloe = max 1D Sajeze| > D awan| = Y law| = |4l -
I k=1 k=1

Aus der Ungleichungskette

1A]l sup [|Az, < Al < [|4z] o < sup [lAz| =[]

2l =1 lzll =1

folgt die Identitét ||A|l, = || 4]l

nat — nat *

nat’

Proposition 6.29 (Vertriglichkeit und Natiirlichkeit der maximalen Spaltensumme)
Fiir die maximale Spaltensumme gilt:

(1) |I|l; auf Matg(m,n) ist vertraglich beziglich den 1-Normen |||/, auf K™ und K".

(ii) Ist m =n, so ist ||-||; auf Matg(m,n) sogar die natiirliche Norm beziglich den 1-Normen |-, auf

K™ und K"™.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum obigen Beweis fiir die maximale Zeilensumme.

Proposition 6.30 (Vertriglichkeit und Natiirlichkeit der Quadratsummennorm)
Fir die Quadratsummennorm gilt:

(1) |||l auf Matg(m,n) ist vertriglich beziglich den euklidischen bzw. unitdren Normen |||, auf K™

und K™.

(i) Jedoch ist sie auf Matg(n) fir n > 1 keine natirliche Norm beziiglich den unitiren bzw. euklidi-

schen Normen ||-||y auf K™ und K”.

Beweis. Zu (i): Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

n
E Tk

k=1

m

|Az]; =

Jj=1

n n

k=1 j=1k=1 k=1
und somit [|Az([, < [|A], [z,

Zu (ii): Fiir n # 1 berechnet man [|E|, = /n # 1 = | E||

nat’

2 2
: (zmjkzzw)_ S ol | S o = 1412 a2
j=1 k=1
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6.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

6.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Im Folgenden betrachten wir ausschliefilich quadratische Matrizen A € Matg(n).

Definition 6.31 (Eigenwert, Eigenvektor)
Der Skalar \ € K ist Eigenwert von A zu dem zugehirigen Eigenvektor w € K™\ {0}, wenn Aw = Aw
gilt.

Definition 6.32 (charakteristisches Polynom)
Das charakteristische Polynom der Matrix A ist definiert als

pa(A) =det(A\E — A) = A" + a1 A" 4+ ag A + .

Proposition 6.33 (Eigenwerte sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms)
Ein Skalar X ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn det(AE — A) = 0 gilt. Insbesondere sind die
FEigenwerte genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

Beuweis. Es gilt die Aquivalenzkette

det(AE —A) =0
<= AFE — A ist nicht injektiv
— PDeK"\{0}: \E-A)p=0
<~ BDeK"\{0}: Ab=AEb= XD
<= )\ ist Eigenwert zum Eigenvektor b.

Definition 6.34 (Spektrum einer Matrix)
Das Spektrum der Matriz A ist die Menge aller Figenwerte von A.

Definition 6.35 (Vielfachheit von \)

Die Vielfacheit eines Eigenwerts \ ist die eindeutig bestimmte Zahl k, so dass

paN) =PV = =p4V ) =0 und pl(\) #0.

Proposition 6.36 (Eigenwerte liegen in einer Kreisscheibe)

Jeder Figenwert A einer quadratischen Matriz A gendigt fiir jede beliebige, mit einer Vektornorm ver-
traglichen Matrizennorm ||-|| der Ungleichung |A| < ||A||, d.h. die Eigenwerte von A liegen in einer
Kreisscheibe um 0 mit Radius || Al|.

Beweis. Fiir einen Eigenwert A gilt die Ungleichungskette

1 1 1 1
Al = Azl = 7= Azl = o [[Az]| < o |l [|=]] = [lAll
[l [l ] ]
O
Proposition 6.37 (Eigenvektoren bilden eine Orthonormalbasis)
Ist A eine symmetrische bzw. hermitische Matriz, so hat A genau n verschiedene Eigenwerte \1, ..., \,.

Die zugehdrigen FEigenvektoren wa, ..., w, bilden eine Orthonormalbasis des K™.
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6 Wiederholung zur Linearen Algebra

Beweis. Diese Eigenschaften sind bekannt aus der linearen Algebra und sollen hier nicht bewiesen
werden. 0

Bemerkung 6.38 (Eigenschaften der Eigenvektoren)
Seien A und Aq,...,\, und wy,...,w, wie in der vorherigen Proposition. Sei x € K™ beliebig. Dann
lassen sich die folgenden Gleichungen leicht nachrechnen:

Izl =D 1 (2, wy) [
j=1
Az = Z)\j (x,w;) w;
j=1
2
lAz|5 =D N (2, wy) [
j=1

(Az, ) = Nl (@, w))
j=1

Definition 6.39 (Spektralnorm)
Fiir eine symmetrische bzw. hermitische Matriz A ist die Spektralnorm definiert durch
[Allpec = max A,
Jj=1 m

spec

=1,...,

wobei N1, ..., Ay die Eigenwerte von A sind.

Dass dieses eine Norm ist, folgt aus der folgenden Proposition:

Proposition 6.40
Fir eine symmetrische bzw. hermitische Matrixz ist die Spektralnorm ||-||Spec auf Matg(n) gerade die
natirliche Norm beziglich der euklidischen bzw. unitiren Norm ||-||, auf K™, d.h. fir alle symmetrischen
bzw. hermitischen Matrizen A gilt

1Al = 1]

nat — spec *

Beweis. Wir zeigen zuerst die Ungleichung [|A| ., < |4l e.- (Dieses ist keineswegs trivial, denn wir

haben noch nicht gezeigt, dass ||| eine Norm ist.) Es gilt

spec
n n
2 2 2
Al = YN ww) P < max 2D | [P = A, ol
=1 J=1. =
= [[Az[ly < [[Allgpec [1]l;
||AI’||2 < HAHspec ||$H2 _

= (Al = 1Al

nat — 0£zEK ”tz — ||1,||2 spec *
Weiter gilt auch [|A[| .. <[4l denn fiir alle Eigenwerte gilt nach Proposition 6.36 |A;[ < [|Al],,,;-
Somit folgt insgesamt [|A[,,; = [|All;pe.- Insbesondere ist die Spektralnorm wirklich eine Norm. O
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7 GauB-Elimination

Bemerkung 7.1 (Notationen)
Fiir eine Matrix A € Matg(n) verwenden wir die Schreibweisen:
e A= (a'|---|a™), wobei a* = (a,...,anx)" die k-te Spalte der Matrix A ist.

e A= (ai|---|an)T, wobei ar = (aj1,...,a;,) die j-te Zeile der Matrix A ist.

Proposition 7.2 (Eindeutige Losbarkeit eines Gleichungssystems)
Sei A eine reguldre n X n-Matriz. Dann ist fir jedes f € K" das Gleichungssystem Ax = f eindeutig
losbar.

Beweis. A ist regulir, d.h. A € Matg(n) und det(A) # 0. Dann sind die n Spalten von A linear unab-
hénging, bilden also eine Basis des K”. Somit ldsst sich jedes f € K™ als eindeutige Linearkombination
dieser Spalten schreiben. Zu f = (f1,..., fn) gibt es daher ein eindeutig bestimmtes z = (x1,...,x,),
so dass die folgenden dquivalenten Aussagen gelten:

fzzxkak < ijkaajk — f=Azx

k=1 k=1

7.1 GauB-Algorithmus zum Losen eines Gleichungssystems

Der Gauf3-Algorithmus dient zur Losung eines solchen Gleichungssystems. Er ist ein Verfahren, wie ein
n-reihiges Gleichungssystem auf ein (n— 1)-reihiges zuriickgefiihrt werden kann. Durch Rekursion erhélt
man nach n—1 solchen Schritten dieser Vorwdrtseliminaton ein lineares Gleichungssystem mit nur einer
Unbekannten. Daraufhin lassen sich durch riickwértiges Einsetzen rekursiv alle Variablen bestimmen.

Sei A = (ajx) eine reguldre Matrix, f = (f1,...,fn) € K" ein Vektor. Gesucht ist die eindeutig
bestimmte Losung des Gleichungssystems Ax = f.

Erste Stufe der Vorwartselimination

Aus Griinden der einheitlichen Notation setzen wir:

Al :=A mit 5]1k = aji

fl =f mit fjl = f;

ol=(x1,.. ., x)
Das Gleichungsystem ist somit

~1 ~1 1
ap .- Q4in T fi

a, o) \a 7
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7 GauB-Elimination

Schritt 1.1: Erste Zeilenvertauschung: Da Al eine reguldre Matrix ist, besteht die erste Spalte nicht
nur aus Nullen. Da die Losung des Gleichungssystems unabhéngig von der Reihenfolge der Gleichungen
ist, kann man gegebenenfalls eine Zeilenvertauschung so vornehmen, dass ein von Null verschiedenes
Element der ersten Spalte von A! in der ersten Zeile steht. Dieses ist moglich, indem man die Zeile,
deren erstes Element von Null verschieden ist, mit der ersten Zeile vertauscht.

Durch diese Vertauschung entsteht ein modifiziertes Gleichungsystem. Sei A! = (a;k)lgj,kgn die so
entstehende Koeffizientenmatrix, f! = (f{,..., f!) der durch die Zeilenvertauschung entstehende Vek-
tor.

Das neue Gleichungssystem ist

1 1
ai A1n 1 fi
Alxl — fl . . . . —
1 1 1
an1 App L fn

Da die erste Gleichung nicht mehr verdndert wird, definiert man:

big :=al, (firk=1,...,n)
g1 = f11
Schritt 1.2: Erste Elimination: Fiir die Zeilen j = 2,...,n eliminiert man durch Subtraktion eines

Vielfachen der ersten Zeile nun das Element der ersten Spalte, d.h. den Koeffizienten von x;. Fiir die
j-te Zeile setzt man

1
aj1 N
mj1 =-—— (firj=2,...,n).
b1
Subtrahiert man nun fiir j = 2,...,n von der j-ten Zeile das m;i-fache der ersten Zeile, so ergibt sich
ein neues Gleichungssystem
b1 b2 e bin 3l g1
0 ag—maubiz ... a3, —mabi, za | | f2 —maig
0 aly—mpibiz ... al, —Mmnibiy T fa—mnig1

Mit den Bezeichnungen
A2 .— (72 . ~2 1
A° = (ajk)2§j7k§n mit a3, = ajj, — mjibix

Po BB wit Pm e

wird dieses Gleichungssystem zu

bin b2 ... bin T1 g1
~2 ~9 2

0 a3 ... aj, | |3
~92 ~9 2

0 Qo Arn T fn
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7.1 GaufB-Algorithmus zum Ldésen eines Gleichungssystems

Die Variable 1 ist damit aus der zweiten bis n-ten Gleichung eliminiert worden, so dass die Unbekannten
22 := (x9,...,1,) sich als Losungen des (n — 1)-reihigen Gleichungssystems der zweiten bis n-ten Zeile
bestimmen lassen.

Die Matrix A2 ist regulér, so dass sich das so entstandene Gleichungssystem

a3y ... A3, \ (72 3
A= e [0 =
analog reduzieren lésst.
Zusétzlich speichert man die Gleichung
biizy + -+ binTn = g1.
Allgemeine Rekursion der Vorwartselimination
Vor dem t-ten Schritt sind die folgenden Gleichungen gespeichert:
bi1x1 + biawa + - + b1pZTn = 1
baaza + -+ + bapTy = go
bi—1p—1xe—1 + - - F b1 0T = Gr—1
Solange t < n ist, wird im ¢-ten Schritt das Gleichungssystem
g oo g\ [T fi
At = f' = | + . L] =
App oo Gpp/ \Tn fn

auf ein (n — t)-reihiges Gleichungssystem reduziert.

Schritt t.1: t-te Zeilenvertauschung: Da Al eine regulidre Matrix ist, besteht die erste Spalte nicht nur
aus Nullen. Da die Losung unabhéngig von der Reihenfolge der Gleichungen ist, kann man gegebenenfalls
eine Zeilenvertauschung so vornehmen, dass ein von Null verschiedenes Element der ersten Spalte von
At in die erste Zeile kommt. Dieses ist moglich, indem man die Zeile, deren erstes Elememt von Null
verschieden ist, mit der ersten Zeile vertauscht.

Durch diese Vertauschung entsteht ein modifiziertes Gleichungsystem. Sei A = (@jk)t<jk<n die so ent-
stehende Koeffizientenmatrix, f* = (ff,..., f!) der durch die Zeilenvertauschung entstehende Vektor.
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7 GauB-Elimination

Das neue Gleichungssystem lésst sich schreiben als

t t t
[ R 7 Ty It

Azt = ft = | ¢ . D =

Da die erste Gleichung nicht mehr verdndert wird, definiert man:

bir i=ay,  (firk=t,...,n)
gt = ff
Schritt t.2: t-te Elimination: Fiir die Zeilen j =t 4+ 1,...,n eliminiert man durch Subtraktion eines

Vielfachen der Zeile t nun das Element in Spalte ¢. Fiir die Zeile j setzt man

a

Subtrahiert man nun fiir j = ¢+ 1,...,n von der Zeile j das mj;-fache der Zeile ¢, so ergibt sich ein
neues Gleichungssystem:

b bt,t+1 . bin Tt gt

t t t
0 Ai1,0401 — Mit1,ebe i1 - Aiy1n — Mi41,tbtn Li+1 | ft+1 — Mt+1,t9t
0 t — b o b .

Ap g1 = Min,t0t,t41 s App — MntOtn Tn n — MntGt

Mit den Bezeichnungen

At+1 . (gtt+l il ot
ATl = (ajk Jt+1<jk<n mit ag = aj, — m;ibe,
T+l _ (Fttl 41 o Fl gt
f —( t+1""7fn ) mit fj _fj_mjtgt
wird dieses Gleichungssystem zu
btt bt,t-{-l e btn Ty ge
~t+1 ~t+1 a1
0 aiyee1 -0 Qiig v || S
~t4+1 ~t11 Fir1
0 Qi1 s Upn T fn

Die Variable x; ist damit aus den unteren Gleichung eliminiert worden, so dass die Unbekannten z'*! :=

(@441, ..., Ty) sich als Lésungen des (n —t)- reihigen Gleichungssystems der Zeilen ¢+ 1 bis n bestimmen
lassen. Wende die Reduzierung erneut auf das folgende Gleichungssystem an:
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7.2 Praktische Durchfiihrung des GauB-Algorithmus

~t41 ~t+1 41

Apiy441 -+ Mp1n Tt41 It
~t+1 ~t41 rt+1
an,t—i—l e ann Ln fn

Riickwartseinsetzen

Nach Beendigung obiger Rekursion erhélt man das gestaffelte Gleichungssystem

biizi +biaxe + -+ bipTy, = g1
boowo + -+ - + bopTyn = go

bnnxn = 9gn
Dieses lésst sich nun riickwiérts fiir t = n, ..., 1 16sen. Berechne x; durch
1 n
Ty = b <9t - Z btk$k> .
tt k=t+1

Bemerkung 7.3 (Spaltenpivotsuche)

In der Praxis ist es oft sinnvoll, die Faktoren m;; klein zu halten. Dieses geschieht mittels Spaltenpi-
votsuche. Dabei fithrt man die Zeilenvertauschungen jeweils so aus, dass das betraglich grofite Element
der ersten Spalte in der ersten Zeile steht, d.h. so, dass

to_— ] — at
Ay = thl,ax’n |a‘jt‘ jgtl,?‘.}.(,n |a’jt|’

Mit dieser Pivotisierung ist fiir alle j,¢: |m; ;| < 1. Man nennt die erste Gleichung des Systems A‘z! = f*
die t-te Pivotgleichung, by, = al, das t-te Pivotelement.

7.2 Praktische Durchfiihrung des GauB-Algorithmus

Fiir die praktische Durchfiihrung schreibt man das Gleichungssystem Az = f in der Form (A|f).

Die Ausgangsform des Gauf3-Algorithmus schreibt sich in der Form

a%l 6%2 R a%n jle
~1 ~1 ~1 71

~ o~ a Q. e a
(A1|f1) — 21 22 2n f.2
~1 ~1 ~1 1
A1 Gp2 s Opp fn

Nach der ersten Elimination stehen in der ersten Spalte unterhalb der ersten Zeile nur Nullen. An deren
Stelle speichert man in der ersten Spalte die Koeffizienten m;l =M.
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7 GauB-Elimination

Somit ergibt sich nach der ersten Elimination das System

bin bz ... bin | & b11 bio ... bin |5
1 1 ~9 ~9 72
ma N - Mgy | Q32 ... Aoy 2
. e f2 — . . .
1 1 ~9 ~9 2
My My () R n

In der nun folgenden Zeilenvertauschung bringt man ein von Null verschiedenes Element in die zweite
Spalte der ersten Zeile. Dabei miissen die Koeffizienten m}l der entsprechenden Zeilen mitgetauscht
werden, die durch Vertauschung entstehenden Koeffizienten werden mit m?l bezeichnet. Wir erhalten
das Gleichungssystem

bin bz ... bin | @& b11 bio ... bin |0

2 2 2 2 2

may Mgy | G2 ... QAgy 2
22 f2 — . .

2 2 2 2 2

mnl mnl a‘n2 e ann fn

Bei der Elimination werden die Koeffizienten m?l der entsprechenden Zeilen nicht verédndert. Wir er-

halten mit den neuen Koeffizienten m?Q i=myg fiir j = 3,...,n die Matrix
byt bz bz ... by | g1 bir b1z bz ... bin |01
m%l b22 b23 . bgn g2 m%l b22 b23 . bgn g
mi M3, — myy mdy |y ... @ |3
;13 ]’Fs
m%l m?ﬂ m%l mgﬂ 5%3 e Eifln J?’r%

Bei der nun folgenden Zeilenvertauschung bleiben die ersten beiden Zeilen fest. Daher wird der Ko-
effizient m3; nicht mitgetauscht, bleibt also fest. Die anderen Koeffizienten m?k miissen entsprechend
den Zeilen vertauscht werden, die neuen Koeffizienten bezeichnen wir mit mi’k Man erhélt nach der
Vertauschung

b11 bio b1z ... bin| 3 b11 b12 bis ... bin | %
2 2
maq bao  baz ... boy g2 may bao bas ... Doy, 92
3 3 3 3 3 3 3
31 32 31 32 33 - 3n 3
m m < m m a a
A3 fB :
3 3 3 3 3 3 3
My L) My Mpo Ap3 R fn
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7.3 Dreieckszerlegung

Fiihrt man dieses Schema bis zum Ende durch, erhélt man die Matrix

b11 b12 b1z bua . bin | 1
bag  bos e ban | 92
3
m31 b34 e bgn gs
4
My, bas - ban, | ga
mzl mZQ m%g S mz,n—l bun In

7.3 Dreieckszerlegung

Bemerkung 7.4 (Notation)
Um nicht noch weitere Symbole einzufiihren, fassen wir auflerdem von nun die Vektoren f! und f! als
Vektoren des K™ auf und fiillen sie dazu von vorne mit Nullen auf, d.h. von nun an ist:

fr=(0,...,0, f, flns o f1)
ft:(oa"'aoafttﬂftt—f—h"' 7tz)

Auflerdem setzt man zur Vereinfachung der Schreibweise noch:

j¢ := die Nummer der Zeile, mit der im ¢-ten Schritt vertauscht wurde
Lk =md,  (fir 1 <k<j<n)
m-= (Ov ) 07 17mt+1,t7 B mnt)

lt = (0, ey 0, ].,lt+1_’t, ey lnt)

Sei nun P; die Matrix, die die t-te Zeile eines Vektors mit der j;-ten vertauscht, d.h.

Pt(xl,...,xt,...,acjt,...,J;n)T: (xl,...,mjt,...,xt,...,xn)T

Die im Gauf-Algorithmus durchgefiihrten Schritte lassen sich fiir den Vektor f wiefolgt beschreiben:
e Vertauschung: f! = P, ft

e Elimination: ft“ = ft—gm!
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7 GauB-Elimination

Bemerkung 7.5 (Form der Permutationsmatrix)
Die Permutationsmatrix, die die Zeilen ¢ und j vertauscht, hat die Form

1 0 0
0
0 ... 1 — j-te Zeile
1 ... 0 — i-te Zeile
0
0 0

Es steht in jeder Zeile genau eine Eins. Diese stehen iiberall auf der Hauptdiagonalen, nur in der i-ten
Zeile steht die Eins in der j-ten Spalte und in der j-ten Zeile steht die Eins in der i-ten Spalte.

Proposition 7.6
Aus dem Gauf-Algorithmus lassen sich folgende Formeln herleiten:

(i) Es gilt firt=1,...,n:
t—1

=P P = S P Pt
k=1

(ii) Mit P := P, --- P, =[]\, P; gilt insbesondere
Pf=> gl*
k=1

Beweis. Zu (i): Induktionsverankerung: ¢t = 1: Es gilt
fl=nPf'=nf.
Induktionsschritt: ¢ — t + 1: Fiir t < n gilt

= P f = P (ff — gem?) = P f' — g P

t—1

1%

= Pt+1 (Pt"'Plf_ E ngt"'Pk+1mk> —gtPt-i-lmt
k=1

t—1
:Pt+1'Pt"'Plf_ngPtJrl"'Pk+1mk_gtpt+1mt
k=1

t
=Py P Pif =Y grPe1- - Popm®.
k=1

Damit folgt die erste Behauptung.

Zu (ii): Man beachte noch, dass I* aus m* gerade durch Anwendung aller noch folgenden Zeilenvertau-
schungen P,, ..., P11 entsteht. Somit gilt

P, --- Peyym” =1*.
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7.3 Dreieckszerlegung

Mit f* = g,m™ = (0,...,0,g,) = g»!™ und t = n folgt

n—1

=P P = S g Pt
k=1

n—1
= gal" =Pf =) gl
k=1

— Pf = Z gil®.
k=1
O
Wir setzen nun

1 0 0 b11 b12 b13 e b1n

121 1 0 e 0 0 b22 b23 e bgn

L= l31 l32 1 “e 0 und U = 0 0 b33 ce bgn

lpi ln2 oo lppn— 1 0 0 ... 0 by,

Dann besagt Proposition 7.6.(ii) gerade die Identitéit Pf = Lg. Das aufgeloste Gleichungssystem Az = f
ist g = Ux. Da P, L,U nur von A abhéngig sind, gilt fiir jedes f und somit fiir jedes x € K™:

PAxr=Pf=Lg=LUx = PA=LU

Somit haben wir eine Dreieckszerlegung fiir PA gefunden.

Ist wihrend des Gauf-Algorithmus keine Zeilenvertauschung notwendig, so ist P die Einheitsmatrix
und wir erhalten fiir A die Dreieckszerlegung A = LU.

Proposition 7.7 (Eindeutigkeit der Dreieckszerlegung)
Gibt es eine Dreieckszerlegung A = LU, so sind die Faktoren L und U eindeutig bestimmt.

Beweis. Skizzenhaft: Wegen det L = 1 existiert L~!. Da A regulir ist, existiert A~!. Somit existiert
wegen U = L™'A auch U™! = A~'L.

Existieren nun zwei Zerlegungen A = L1U; und A = LyUs. Dann
LUy = A= LU,
= L 'Ly =U,U; "
Nun ist auch U; ! eine rechte obere Dreiecksmatrix, somit auch U;Uy '. Auflerdem ist L; ' eine linke
untere Dreiecksmatrix, somit auch L7 *Ly.

Wegen Lfng = UlUgl sind beide Matrizen Diagonalmatrizen, da bei LflLQ die Diagonale nur aus
Einsen besteht, ist Uy U{l = Lfng = E. Somit folgt Ly = Ly und U; = U,, also die Eindeutigkeit der
Zerlegung. O
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7 GauB-Elimination

Bemerkung 7.8 (Methode zur Bestimmung der Permutationsmatrix P)

Zur Bestimmung der Permutationsmatrix P ergénzt man das Schema (A|f) um eine (n + 2)-te Spalte
(1,2,...,n)T. Die Elemente dieser Spalte werden bei jeder Zeilenvertauschung mit vertauscht, bei der
Elimination bleiben sie unveréndert. Nach Beendigung der Vorwértselimination steht in der (n + 2)-ten
Spalte eine Permutation der ersten n natiirlichen Zahlen. Die Spalte ist

1 1 P1
2

P =P, P = p,2 )
n n Pn

d.h. die Permutationsmatrix ist P = ().

7.4 Simultane Lésung und Inversion von Matrizen

Bei einigen Anwendungen des Gaufischen Eliminationsverfahrens stellt sich die Aufgabe zu einer gege-
benen reguliren Matrix A und mehreren rechten Seiten f() die Losung z(?) der zugehérigen linearen
Gleichungssysteme Az®) = fO fiir [ = 1,...,m zu bestimmen.

Dazu wendet man den GauB-Algorithmus gleichzeitig auf die m rechten Seiten an und transformiert
dadurch die erweiterte Matrix (A|F') auf die Gestalt (U|G).

air -0 @] fir 0 fim bin o bin| g1 o Gim

Gaufl

An1 - Gpnl| fn1 o fam * bnn gn1 " Gnm

A F U G

Die zugehorigen gestaffelten Gleichungssysteme lassen sich dann rekursiv nach x auflosen.

Das simultane Eliminationsverfahren gestattet weiter die Berechnung der Inversen A~! der Matrix A.
Die Losung der inhomogenen Gleichung Az = f hat die Darstellung z = A~!f. Wihlt man als rechte
Seite die n Einheitsvektoren e; = (81, ...,dy) fiir I = 1,...,n, also F' = F, dann werden die zugehorigen
Losungen (V) gerade die Spaltenvektoren der inversen Matrix.

7.5 Berechnung von Determinanten

Proposition 7.9 (Verhalten von Determinanten unter elementaren Zeilenumformungen)
Sei A= (ay|---|an)T eine Matriz mit den Zeilen a1, ..., a,. Dann gilt:

(i) Fiirl # k ist det(A) = det(ay|---|ax + Aay| -+~ |a,)T, d.h. durch Addition eines Vielfachen einer
anderen Zeile dndert sich die Determinante einer Matriz nicht.

(ii) Fiir | # k ist det(A) = det(a1|---|ag| - |ai] - |an)T = —det(ar|---|ai| - - |ag| - |an)T, d.h. bei
Vertauschung zweier Zeilen dndert sich das Vorzeichen der Determinante.
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7.6 Nachiteration

Nun ldsst sich nach obigem Gauf-Algorithmus die Determinante einer Matrix A bestimmen. Dazu ist
der Vektor f zu vernachléssigen.

Fiir die Determinante von A gilt nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz nach der ersten Spalte

e e 0 ady, —mob a ma1b
T . ) 20 —M21b12 ... G5, — M21b1n
detA:detAlzaldetAlzal . : =01 "
1 1
a a
nl nn 1 1
0 apg—mpibia ... a,, —Mnpibin
bi1 b2 ... bin — —
N ~ ai; ... G,
=01 . . . . :Ulbll : : :UlbllA .
~2 ~2
0 @ — agqy  --. Qi
as9 . Gin
Dabei ist 01 = —1, wenn eine Zeilenvertauschung vorgenommen wurde, 01 = +1 sonst.
Durch wiederholte Anwendung folgt rekursiv
det A =det A' = oy - by det A% = 0102 - biibaadet A = -+« = G102+ 0p_1 - b11b22 by

7.6 Nachiteration

Computer machen Rundungsfehler. Daher ist die numerische Losung eines linearen Gleichungssystems
meist nicht exakt und kann durch Nachiteration verbessert werden.

Definition 7.10 (Defekt, Fehler)
Sei Ax = f ein Gleichungssystem und T eine Ndherungslosung. Dann definiert man:

o Defekt: d := Ax — f
o Fehler:r =2 —x

Fehler und Defekt erfillen das Gleichungssysstem Ar = d.

Erste Naherungslosung bestimmen:

Bestimme eine Naherungslosung 2° des Gleichungssystems Az = f. Bestimme den Defekt d° := Az° —
f.
Erste Nachiteration:

Lose fiir den ersten Fehler das Gleichungssystems Ar® = d°. Wegen
A — ") = A7 —d° = f
setzt man als neue Nitherung fiir 2 den Wert ' = 20 —7° an. Bestimme dazu den Defekt d' = AZ' — f.

Vergroflert sich der Defekt, d.h. ist Hd1|| > Hdo , so ist keine Verbesserung durch Nachiteration mehr
zu erzielen und man bricht die Rekursion ab. Ansonsten wird sie fortgesetzt.
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7 GauB-Elimination

Allgemeine Nachiteration:

Bestimmt wurde die Niherung Z¢ mit dem Defekt d* := AZ! — f. Lose fiir den Fehler vt das Gleichungs-
system Ar! = d. Setze dann als neue Niherung fiir 2 den Wert z¢*! = ' — 7 an und bestimme dazu
den Defekt dtt! = Azt — f.

Falls ||d**!|| > [|d"||, so bricht man die Rekursion ab. Ansonsten féhrt man rekursiv fort.

Definition 7.11 (Konditionszahl einer Matrix)
Fiir eine Matriz A ist die Konditionszahl k(a) beziiglich einer vertrdglichen Norm definiert duch

K(A) = | A] [|A7Y].
Matrizen mit groffem k nennt man schlecht konditioniert.

Proposition 7.12 (Fehlerabschitzung fiir Ndherungslosungen)
Fiir eine Ndiherungslosung T gelten fiir den Fehler r := T — x die Fehlerabschdtzungen:

1l

1AL S < el < A7 Nl (Absoluter Fehler)
Lofldll _ ]l lld|| .

< - < g(A)— Relativer Fehler

R 7T Tl = "7 ( )

Beweis. Es gelten fiir vertrigliche Normen und Ax = f die Abschétzungen:
IfII =l Az]| < [|A]l [|=]]
]l = [JA=1F|L < (AT

Somit gilt wegen Ar = d die Abschétzung des absoluten Fehlers die Ungleichung

Ny 1
<l < 1A~ |4
< I < 4= 1.
Weiter gilt der relative Fehler wegen
L a1 Il gy g 14 Il
il < <A =k(A)7—.
@ 71~ TATTATA S g < 147 I 7 = <y

7.7 Dreieckszerlegung fiir symmetrische, positiv definite Matrizen
Dieses Kapitel ist teilweise redundant zu Kapitel 7.3 (Dreieckszerlegung). Da zwischenzeitlich die Do-
zenten gewechselt haben, weicht die Notation und Methodik dieses Kapitels von Kapitel 7.3 ab.

Proposition 7.13
Sei A € R™ ™ eine symmetrische und positiv definite Matriz, also:

A=A" und (Az,x)=2TAx >0 (firzecR"\{0})
Dann gilt:
ai; >0 (fdri=1,...,n)

7Y >0 (firi=2,...,n)

i
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7.7 Dreieckszerlegung fiir symmetrische, positiv definite Matrizen

Beweis. Der Beweis soll hier nicht aufgefithrt werden. O

Wir werden fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix A = (a,;) eine Dreieckszerlegung durch-
fithren A = LU durchfithren, wobei L = (I;;) eine untere Dreiecksmatrix mit I;; = 1 fiir alle ¢ und U eine
obere Dreiecksmatrix ist (vgl. Kapitel 7.3). Nach Proposition 7.13 ist dieses ohne Zeilenvertauschung
moglich (wenn wir auf Pivotisierung verzichten), weil fiir alle Matrix-Elemente, durch die dividiert wird,

gilt ali= # 0. Zur Einfithrung der Frobenius-Matrizen LW, L3 .. L1 berechnen wir L hier mit

%

deren Hilfe. Es gilt

1 0 ... 0 aj; a1z ... Qi ail a2 ... Q1n
7[21 1 0 a1 a22 as 0 a(l) a(l)
e e n . 29 . n
I,y 0 ... 1 ap1 Gp2 ... Gpn 0 aSQ) - a%z
wobei
1 0 ... 0 1 0
L(l) — 7121 1 ... 0 _ 7(121/(111 1 ... 0 c Ran
_lnl 0o ... 1 —anl/au 0o ... 1
und
aix a2 ... Qin ail ‘ a12 -o. Qip
(1) (1)
AN .= 0 ay ... ay | _ 0 ——
0 oY ... o 0

(Hinweis: Die Matrixelemente /;; von L werden hier mit dem umgekehrten Vorzeichen wie in der
Vorlesung definiert, damit spéter die Definition von L mit der in den vorhergehenden Kapiteln iiberein-
stimmt.) Im néchsten Schritt erhalten wir fiir die Untermatrix A ¢ R(»=1x(n=1).

1 1 1 1 1 1
1 0 ... 0 agz) ag3) . agn) agz) ag3) . agn)
=32 1 ... 0 aélz) a%) . agl) B 0 a%) . a:()i)
—lpe 0 ... 1 aSQ) a%) .. aS}ﬁ 0 a%) .. agg
wobei
1 0 ... 0 1 0 ... 0
(1)1
i@ .— =l 1 ... 0 _ —agy [asy 1 c R(n=1)x(n—1)
| —aly/al) 0 1
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7 GauB-Elimination

und

[CON Y 1) o | @ (1)

agp Qg3 ... dgy dog | Go3  --- Gop
(2) (2)
A®) .— 0 azzy ... ag, _ 0 c R(n=Dx(n-1)
: e : A2
0 a%) - a% 0

(n—1)

Dies fithren wir durch, bis wir bei L(*~1) angelangen (die darauffolgende Matrix A nur noch eine

1 x 1-Matrix ist). Wir setzen fiir i =2,...,n—1

L(z) = Iia ~0 e RX"
0o | L®

mit der Einheitsmatrix I;_; € RE-D*0=1) Damit erhalten wir fiir A
PRV S SCOly Ry 5,
— A= (L(n—l) . L(2)L(1)>_1 U=LU

mit der oberen Dreiecksmatrix

aix a2 a3 ... A1n

1 1 1

0 aéz) ag; - aén)

U= 0 0 a%) . a:()i)
o 0 ... 0 an?V

und der Matrix

L= (L(nfl) ) ..L(2)L(1))71 - (L(1)>71 (L(2)>71 o (L(n71))71

Die Inversen der Frobenius-Matrizen erhélt man durch Umkehrung des Vorzeichens der Nichtdiagonal-

Elemente. Um dies zu zeigen, stellen wir L) und (L("“‘))_1 dar durch

LW =1, = ) laeiet,

i=k+1
—1 n
(L(k)> =1, + Z likeieg
i=k+1
1
- L(k) (L(k)> *I - Z lzkezek + Z lzkezek - Z Z likljkez ekej ek *I
1=k+1 1=k+1 i=k+1 j=k+1 0
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7.8 Cholesky-Zerlegung

AuBlerdem gilt fiir das Produkt L der inversen Frobenius-Matrizen:

o

lnl ln2 e lnn—l

Denn fiir das folgende Teilprodukt gilt
(L(l)) (L(2)) — (In + Zl“eielT> (In + Zligeieg>
i=2 i=3
:In + Z lﬂeie? -+ Z liQGiGQT -+ Z Z lilljgei e?ej eg.
i=2 i=3 ~

i=2 j=3 —~
Mittels Induktion erhélt man den allgemeinen Fall. Somit haben wir mit L und U eine eindeutige
Dreieckszerlegung von A gefunden (vgl. vorheriges Kapitel zur Eindeutigkeit), wobei L eine untere
Dreiecksmatrix mit I;; = 1 V i und U eine obere Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonal-Elementen > 0
ist (vgl. Proposition 7.13). Damit ist det(L) = 1 und det(U) > 0, womit beide Matrizen regulédr sind
(Anmerkung: U muss auch ohne Proposition 7.13 reguliir sein, da sowohl A als auch L regulér sind).

Beispiel 7.14 (Dreieckszerlegung ohne Zeilenvertauschung)
Ein Beispiel zur Dreieckszerlegung ist im Folgenden angegeben:

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Atz | 12 3 | 1 2 . 123 | _y,
1 3 6 10 2 5 9 1 1 3
1 4 10 20 3 9 19 3 10 1

Es ist

1

I — 1 1

1 2 1

1 3 3 1
7.8 Cholesky-Zerlegung
Proposition 7.15 (Cholesky-Zerlegung I)
Sei A € R"™ ™ eine symmetrische und positiv definite Matriz. Dann existiert die Darstellung

A=LDL",

wobei L = (I;;) € R™*™ eine untere Dreiecksmatriz mit l;; = 1V i und D = diag(di1,...,dnn) € R™*"

eine Diagonalmatriz mit d;; > 0V i ist.
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7 GauB-Elimination

Beweis. Wir fithren zuerst eine Dreiecks-Zerlegung von A gemifi dem vorherigen Abschnitt durch:
A = LU. Es ist jetzt zu zeigen, dass eine Zerlegung U = DL7T existiert mit D = diag(di1, ..., dn,)
und d;; > 0V i. Dazu zerlegen wir U = DL™ mit einer nicht unbedingt diagonalen Matrix D. Diese
Zerlegung existiert wegen der Regularitit von L und somit L™. Aus der Symmetrie von A folgt

A=LU =LDLT

_ AT 5 AT
AT — LT — LPHTLT } AN A=A — D=D".

Nun ist sowohl U als auch LT eine obere Dreiecksmatrix:

a1 Gz 13 ...  Gin din diz diz ... din 1 Iy I3 L1
0 a%y afy ... al) dy1 doz dos ... don 0 1 I ln2
0 0 a%) e agi) = | ds1 ds2 dsz ... dsn 0 0 1
. . : lnnfl
0o 0 ... 0 apt dny dpz dnz .. dyn 0 0 0 1

Aus den Hauptdiagonal- und den Null-Elementen von U ergibt sich sofort:

ain =1-dn = di =an

0=1-dj = djy=d; =0 (fir2<;j<n)

aélz) =1-dy — dyy = a%)

0:l21'Jj1+1'jj2 — djzz&gjzo (fiir 3 <j <n)
>

afi U =1-d; = dy=ay Y (fir2<j<n)

0=1-dj — djp=dy; =0 (fir1<j<k<n)

Damit ist gezeigt, dass D diagonal ist und wir setzen

D:=D= diag (au, aé;), ce agl’:;l)) =: diag(d11, ..., dnn)

mit a1 > 0 und a%_l) >0 fir2<j<n. OJ

Proposition 7.16 (Cholesky-Zerlegung IT)
Sei A € R™™ eine symmetrische und positiv definite Matriz. Dann existiert die Darstellung

A=CC",

wobei C' = (¢;;) € R™*™ eine untere Dreiecksmatriz mit c;; > 0V i ist.

Beweis. Nach Proposition 7.15 existiert eine Zerlegung A = LDLT. Wir definieren die Dreiecksmatrix
C:=LW mit W:=vVD=diag(Vdi1,...,Vdnn), W? = D.

Dann gilt
cCT = (Lw)(LW)" = LWWTLT = LW2LT = LDL™ = A.

Da die Hauptdiagonal-Elemente von L Einsen sind und +/d;; > 0V i, gilt auch fiir die Hauptdiagonal-
Elemente von C wieder ¢;; > 0V 1. O
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7.8 Cholesky-Zerlegung

Bemerkung 7.17 (Cholesky-Zerlegung IT)

Natiirlich kann die Cholesky-Zerlegung auch durch direktes Losen des Gleichungssystems CCT = A
erfolgen. Dies ist allerdings recht aufwendig, da das Gleichungssystem nicht linear ist. Im Folgenden ist
ein Beispiel fiir den Fall n = 3 angegeben.

Beispiel 7.18 (Direkte Cholesky-Zerlegung)
Es gilt das folgende Gleichungssystem zu l6sen:

cn 0 O c11 C21 €31 ai1 a1 as1
co1 c22 O 0 co2 c32 | = | as1 az as
€31 €32 €33 0 0 9«33 azr asz ass

Man erhiilt den Satz von Gleichungen (die mit der jeweiligen Gleichung zu bestimmende Unbekannte
ist unterstrichen):

2
‘11 = an
_ 2 2
C21C11 = G21 Cy1 + Cyp = 22
_ _ 2 2 2
C31C11 = Q31 C31C21 + C32C22 = A32 C31 + C39 + C33 = ass.
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8 Orthogonalisierungsverfahren

8 Orthogonalisierungsverfahren

Ziel der Orthogonalisierungsverfahren ist es, eine Matrix A € R™*™ in A = QR zu zerlegen. Dabei ist @
eine orthogonale Matrix (QT = Q1) und R eine obere Dreiecksmatrix. Diese Art zur Transformation
von A in Dreiecksform ist numerisch stabiler als die Methode nach Gaufl mit Frobeniusmatrizen.

Bemerkung 8.1 (Schreibweise)
Gegeben sei eine Matrix A = (a;;) € K"*™. Dann bezeichnen wir mit a; die j-te Spalte von A. Damit
lasst sich A schreiben als

A= (a1as...ay).

8.1 Gram-Schmidt-Verfahren

Proposition 8.2 (Orthogonalisierung nach Gram-Schmidt)
Gegeben sei die requldre Matriz A € R ™. Mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungs-
Verfahrens kann man eine orthogonale Form @ von A mit

(g1, q5) =(a1,...,a;) und (gi,q;) =065 (firi,j=1,...,n)

2U
k—1 1
qp, = ak — Z(aqu‘)% G = —=—=q), (firk=1,...,n)
i=1 (Qk:Qk)
bestimmen.

Proposition 8.3 (Bestimmung der Dreiecksmatrix)
Fiir die Elemente der Dreiecksmatriz R gilt dann

k
rik = (¢i,ar) und rig = | (ag, ar) — Z ra. (firi,k=1,...,n).

Jj=1,j#i
Beweis. Wir schreiben QR = A in der Form
it Ti2 T3
0 722 1723
(Q1Q2-~-Qn) = (alag...an)
0 0 733
und lesen fiir 1 < k£ < n unmittelbar ab:
k
ak =) kg (8)
j=1

Multiplizieren wir Gleichung (8) mit ¢; (Skalarprodukt), so erhalten wir

k
(gisar) = Qi,ZT’ijj = ZTﬂc (gir ;) = Tk
j:1 j:l T
=3,
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8.2 Givens-Rotation

Mutliplizieren wir Gleichung (8) mit sich selbst, so erhalten wir

k k k k
(ar,ar) = [ D rinds, D rints | = D) riwrw (@ @) = Y e = > rn A+
j=1 j=1 j=11=1 — =l J=1,j#i
=81
k
< Tik = (ak,ak)— Z T‘]Q-k.
j=1,5#i
Anmerkung: Die Aussage der Proposition ist dquivalent zu R = Q7 *A = QT A. O

8.2 Givens-Rotation

Bei der Orthogonalisierung nach Givens nutzt man eine Rotationsmatrix, um ein Element der Ma-
trix A durch Drehung zu Null werden zu lassen. Durch Wiederholung kann die Ausgangsmatrix auf
Dreiecksform transformiert werden.

Definition 8.4 (Jakobi-Rotationen)
Fine Matriz Q; ;, € R™™ mit der Gestalt

1

c s «— j-te Zeile
Qj 1 =

—s c — k-te Zeile

1

und c® + s2 = 1 heifit Jakobi-Rotation. Jakobi-Rotationen sind orthogonal.

Proposition 8.5 (Eliminination eines Matrix-Elements)
Die Matriz A = (a;;) € R™™ mit ap; # 0 und k > [ kann durch Multiplikation mit der Jakobi-Rotation

a A(k—1)1
Q,(cl)_lvk, e R™*"™ : P . — c= (k1)

\ 00—y + aty_qy + A

AWM = (a(l)) = Q,(clil’kA mit a,(cll) =0

ij

ZU

transformiert werden. Der hochgestellte Index bei Q,(Ql . soll andeuten, dass das Matrizelement in der
[-ten Spalte eliminiert wurde.
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8 Orthogonalisierungsverfahren

Beweis. Wir schreiben die Matrizen aus:

* * x % x %k ok
c s koQ-1y kx| | % % %k
_ (1)
s c * akl x xoay ok %
* * x % * ok kK
Es soll nun gelten:
1 _ L
ap’ =—S-a_1yt+c-ag =0
= S = K- Qgl, C= K" Q-1

Die Konstante x wird aus der Nebenbedingung ¢? + s = 1 zu

1
e 2 2
\ Ck—1)1 T Ok
bestimmt. Damit erhalten ¢ und s die geforderte Form. O

Proposition 8.6 (Givens-Rotation)
Durch Multiplikation der Matriz A mit den Jakobi-Rotationen

1 1
%z, 013,

n—1,n> ey

in dieser Reihenfolge kénnen die Matrix-Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen sukzessive eliminiert
und A auf die Dreiecksform R transformiert werden. (Eine Eliminination ist natirlich nur dann durch-
zufiihren, wenn das jeweilige Matriz-Element nicht ohnehin schon Null ist.) Damit ergibt sich

A=QR  mit Q::(Qggm>T“.(Q§32)T.

Beweis. Durch Multiplikation der Matrix A mit QS_)LH im ersten Schritt erhalten wir nach Proposition
8.5 eine Matrix A™M) mit aflll) = 0. Multiplizieren wir A nun mit Qfllzz}n_l, so erhalten wir eine
Matrix A®) mit agl) = agill)l = 0 usw. Die Reihenfolge der Multiplikation stellt dabei sicher, dass ein

eliminiertes Matrix-Element nicht in einem spéteren Schritt wieder ungleich Null wird. (Das soll hier
nicht ausfiihrlich gezeigt werden.) Dies fiihrt schlieflich zu

O I o (SO By ey -3

n—1,n n-1l,n
Wegen der Orthogonalitit der Jakobi-Rotationen gilt
A= (A0l ,) R
= (a0, () R
= (o) () R

=Q
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8.3 Householder-Spiegelung

O

Bemerkung 8.7 (Konditionszahlen der Matrizen)
Fiir die Konditionszahl x(A) = || A ||A~]| gilt

-1
JAll = max Al A (|47 = (min |xi])
max; |)\Z‘
A= ———
— K( ) mini |)\1‘ ’
wobei \; die Eigenwerte von A sind. Es gilt
Q' =Q" = [[QAs], = |4z,

Damit gilt
K(QTA) =k(A) A A=QR = r(A) =k(R).

8.3 Householder-Spiegelung

In den folgenden Definitionen werden wir uns auf die Matrix-Darstellung sowie meistens auf den reellen
Fall beschrianken, wie es zu unseren Zwecken am giinstigsten ist.

Definition 8.8 (Projektor)
Eine lineare Abbildung P auf einem vollstindigen unitiren Raum ist genau dann ein Projektor, wenn
gilt:

(i) P*=P

(i) P*=P

Offenbar gilt dann auch (Pu,v) = (u, Pv).

Proposition 8.9 (Komplementirer Projektor)
Der zu P komplementire Projektor ist (I — P).

Beweis. Zu zeigen: (i) und (ii) aus obiger Definition und (I — P)P = 0.
zu (i):
(I-P?=I1*~-IP-PI+ P> =1—-P
~—
=P
zu (ii):
(I-P)y=I"-P"=]_P

Somit ist (I — P) ein Projektor. Zu dem letzten Punkt:
(I-P)P=IP-P*=P—-P=0
O

Definition 8.10 (Spiegelung)
Eine Spiegelung S ist definiert durch die Differenz eines Projektors P und seines komplementdren Pro-
jektors (I — P):

S:=I-P)—P=I1-2P
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8 Orthogonalisierungsverfahren

Proposition 8.11 (Eigenschaften von Spiegelungen)
Spiegelungen haben die Eigenschaften:

(@) S*=1I
(i) S=5"
Beweis. zu (i):
S? =(I —2P)(I —2P)=1—4P+4P*=1—-4P+4P =1

zu (ii):
S*=(—2P) =I"—2P"=1-2P=§

O
Da in den betrachteten Fillen die Matrizen stets reell sind, wird von nun an statt A* nur noch AT
geschrieben.

Proposition 8.12 (Householder-Matrix)
Eine Spiegel-Matriz H,, € R™*™ zum Orthogonal-Projektor P

Pz = mu = %m (fur x € R™)
hat die Gestalt .
Hy =12
Sie wird Householder-Matrix genannt. Es gilt:
(1) Hyu=—u
(ii)  Hpw=v, ve ™

Bemerkung 8.13 (Geometrische Betrachtung)
Die Householder-Matrix H, bewirkt eine Spiegelung an der Ebene <u>J‘

Proposition 8.14 (Householder-Spiegelung)

Die Matrixz-Elemente einer Matriz A € R™*"™ unterhalb der Hauptdiagonalen in der ersten Spalte konnen
durch Multiplikation mit der Householder-Matriz HY) = HY := H, € R™™ mit u := a; — |la1]/, €1
annulliert werden:

HO A= A = llaxlly N* mit oV = a1l e1
0 A(l) 1 2

Durch Anwendung dieses Verfahrens auf den Block AW ¢ RO=Dx(n=1) ygw. kann A auf Dreiecksform

R transformiert werden
A=QR, Q=HOHF® .. gh-b

H® = U= ~O e R
0 H (k)

mit der im k-ten Schritt erzeugten Householder-Matriz H®) ¢ ROv=k+1)x(n—k+1)

wobei H*) gegeben ist durch
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8.3 Householder-Spiegelung

Beweis. Fiir zwei beliebige Vektoren z,y € R™ mit ||z||, = ||y||, # 0 kénnen wir die Householder-Matrix
H, € R""™ mit u = x — y bilden. Es gilt

(@,u)

Hac—x—Q( )
—a 2By
“le—ol3
1 2
= —slz -yl —2(z,z —y)(z — .
T (le =yl e = 2w, — y)(@ — v))

Mit den Beziehungen
e = yll; = (x.2) = 2(z,9) + (v.)
und

(z,2 —y)(r —y) = (z,0)z - (2, y)r — (z,2)y + (2, y)y

konnen wir dies schreiben als

Hyz = ||1y||2 {2(z,2)x — 2(z,y)z — 2(z,x)z — 2(x, y)y + 2(z, y)x + 2(z, )y}
T = Yll2
- ”1”2 {2(z,z) — 2(z,y) } y

lz—yli3

:y_

Setzen wir nun x = a; und y = ||lay ||, e; sowie H() := H,,, so erhalten wir fiir die erste Spalte von A1)

n

WA=HDY (ay...a,) = (agl) e a(l))
= a M) — =HWq, = llaill, e,

womit alle Elemente in der ersten Spalte von AM unterhalb der Hauptdiagonalen annuliert sind. Véllig
analog kénnen wir dies fiir den Block A durchfiihren usw. Damit haben wir A auf Dreiecksform
gebracht:

gD . ..gWaA—=R

Da die Housholder-Matrizen als spezielle Spiegel-Matrizen orthogonal sind und die Eigenschaft (ii) aus
Proposition 8.11 besitzen, gilt dies auch fiir die H*) und wir erhalten schlieBlich

-1

A= <H<n—1> . _H(1)> R

_ (Hu))’l... (Hm—l))’lR
()" ()

—gOg®@ . . . gh-p

99



8 Orthogonalisierungsverfahren

8.4 Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren

Gegeben sei ein tiberbestimmtes Gleichungssystem
n
Ax =10 bzw. Z a;x; =b
i=1

mit A € R™*" ¢ € R", b € R™, m > n und dim {aq,...,a,) = n. Unsere Aufgabe soll es sein, die
,beste Losung® £ € R™ dieses Gleichungssystems zu finden:

min Az —bl| = || 4§ — b]].

Dies ist geometrisch (nach dem Satz von Pythagoras) gleichbedeutend mit (A — b) LAz V = € R™.
Somit erhalten wir

Ve € R™: (AE — b, Az) = (ATAE — ATb,2) =0
— ATAe - ATb=0
— AT At = ATb.

Der letzte Ausdruck sind die Normalgleichungen

(ax,b) = Y (an,a;)&; (fiirk=1,...,n).

J=1

Proposition 8.15
Sei a,(:) = ay, und bV :=b. Wir erhalten fir k,1=1,...,n mit k > 1 die Vektoren

O (-1 (-1 (al(l—_ll)’b(lilg 0} (1-1) (1-1) (al(l__ll)aag_l))
b\ =b —a;_4 VTN ay’ =ay —a DTS
<“171 e ) (‘%71 »ay_q )

und die (n — 1+ 1) neuen Normalgleichungen

n

(a,g”,b@) = (a,(j),ay)) & (firk=1,...,n).

J=l
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8.4 Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren

Beweis. Mit der Austauschmethode fithren wir den Austausch & < (a1,b) durch (hier fiir den Fall
n = 3 angegeben):
‘ &1 & &3
(a1,b) | (a1,a1) (a1,a2) (a1,as3)
(a2,b) | (az,a1) (az,a2) (a2, as3)

(a3, b) | (as,a1) (as,a2) (as,as3)

i
‘ (a1,b) 3 3
1 (a1,a2) (a1,a3)
&1 (a1,a1) _(a1,af) _(a17af)
(az,b) 7&2?23 (az,as) — 4((11’((1@21),(;12)@1) (az,a3) — Lal’(a;l),(aaf)ﬂl)
(as,b) 7&2?23 (as,az) — 4((11’((1;1),(;13)@1) (a3, a3) — 4(&1,521);(113),(11)

Wir lesen an der k-ten Zeile ab, dass allgemein fiir k£ > 1 gilt

aeb) = (@) +Z<%% ><>>g

(a1,a1 (a1,a1)

)
= () = LW gy 5 (<ak,aj> - HH) o

(a1,a1) =2 (a1,a1)

Den Term auf der linken Seite der Gleichung formen wir um zu

(alv b)
(ala al)

- ( o (il,’abl)))

_ (ak b(2)) b2 = b a (a1,b) .
’ ’ (a1,a1)

(ag,b) — 2; (a1.5) = (a,b) — (a5, a1)
ai, ay

Aus dem Ausdruck in der Klammer auf der rechten Seite der Gleichung wird véllig analog

(a1, a;5)(ak, a1) _ (ak,a§2)), o = a;— (a1,a5)

(akvaj)_ (alaal) aj; (a17a1)

Nun gilt

)=o)
— (a1,b) — (al,al (a1,b) )

(a1,a1)
(alv b)

(01,01)
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8 Orthogonalisierungsverfahren

und daher ist

(ak,b(2)) = (ak,b(2)) — <a1m7(,(2)>

=0

~ (- m oo o)

_ ( 2) b(z))
)

(% a;z)) — = (ak a;z)) .
Wir kénnen somit ein Schema der Austauschmethode fiir die verbleibenden &, . .., &, wie folgt schreiben:
‘ &2 &3

(:@00) | (2] (o)
(62.00) | (a2.a) (a0

Durch vollstandige Induktion ergibt sich die allgemeine Form der Proposition. O

Proposition 8.16 (Modifiziertes Gram-Schmidtsches-Verfahren)

Fir die Vektoren a( 2 gilt:
<a(11),a(22), ceey 53)> = (a1,a2,...,a;) (firj=1,...,n)
und
( @ §”) =0 (firi,j=1,....n i%j)
Somit kann mit (agl)aé) %n)) eine orthogonale Form der Matriz A angegeben werden, falls A €
R7x™,

Beweis. Zum zweiten Teil (Orthogonalititen): Allgemein gilt (vgl. Beweis zur vorherigen Proposition)

-1 G- 1))
((] 1) ()) o a(jﬂ) al(cj,l) (J 1) (a]ﬂ ,ap;

a;_,°,a =14 4G—1 750 G-\
(§J1)7a§J1))

(G-1) (- 1))
= (570 V) ~ a5 11)(%1,%
J J— U ( 5] 11),CL§J 11)) (9)

(570

_ (,G-1) _(G-1) (-1 (G-1)
_(a] 1 7ak ) (a] 1 704] 1 ) ( (j— 1) a(J 1))

aj—1 @51
=0.
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8.4 Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren

Daraus folgt (zur besseren Lesbarkeit wird der skalare Bruch durch Piinktchen abgekiirzt)

2 2 1 1
<a§J2)’a’](cj)> (§J2)7a§€3 ) §j1) )

((a 2) (y—l))f( (-2 -1 )
- ]2’ ]27]1

2 1 1 10
:(§a2>’ag >) (a(2>’ §J1)> g (10)
=0, vgl. GL. (9) =0, vgl. Gl. (9)
=0

und

i-3) G0 _ a;ﬁl)...)

(
J
_ (a;{f;)’agfl)) ( (=5 470 )
= (a857,af ™) = (a85,a050)

=0, vgl. GL. (10) =0, vgl. GL. (10)
=0.

Wir kénnen dies analog fiir alle weiteren Skalarprodukte (a (J )) mit i = 7—4,...,1 unter Benutzung

der jeweils zuvor gezeigten Orthogonalitéit weiterfithren und erhalten so allgemein
(a?’,a,ﬂ?)) —0 (firi,j=1,....n i<j)

Die Aussage in der Proposition ergibt sich fiir den Spezialfall kK = j aus obiger Gleichung.
(J 1)

Zum ersten Teil (Spans): Nach Definition ist ag ) eine Linearkombination aus a,(gj

ag) S <a§j;_11),a,(€j_l)>.

und a;

(G-1)

) und a;

Speziell fiir a; gilt damit

j 1 i—1 i—1 i—2 i—2
a§”€< §J_1)7 §J )> A agj )€<a§]_2),a§j )>

agj) E< (3—1) (j—1)>g< G- ,G-2) G- 2)>

Gj1 50y ajq1 505 2" 0a;

Daher gilt, wenn wir die Ersetzung im Span fiir ag-j -2

j 1 2 1 .
a;])€< 5]1), §J2)7...,ag), §)> (firj=1,...,n).

usw. weiterfiithren, allgemein

Tauscht man nun aﬁ{ _11) im Span von agj )

i—1 j—2
a§{1)€<a({2) al,J1>

wie folgt aus

J

j 2 1
— e (af 2,V ol )
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8 Orthogonalisierungsverfahren

und fithrt dies sukzessive fiir die weiteren agi) mit ¢ = j — 2,...,2 durch, so erhélt man schliellich
a;-j) € <a§»1),a§»131, e ,agl),a§1)> = (aj,aj_1,...,a2,a1) (firj=1,...,n).

Da auch alle agi) mit ¢ < j in dem obigen Span enthalten sind, kénnen wir auch schreiben

<a§j),a§]§1),...,agl)> C{aj,aj-1,...,a2,a1) (firj=1,...,n).

Die a\” sind, wie oben gezeigt wurde, orthogonal und damit linear unabhéngig (ebenso wie die a;),

%

woraus schliefflich die Gleichheit der Spans folgt. O
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